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PRÉFACE 


Les méthodes mathématiques actuelles appliquées de plus 
en plus à la physique théorique et à la physique mathématique ont 
rendu impérative la révision du cours classique d'équations de la 
physique mathématique. Cela concerne en premier lieu la notion 
fondamentale de solution d’un problème aux limites. Le concept de 
solution généralisée élargit notablement l’ensemble des problèmes 
considérés et permet d'étudier d’un point de vue unique les problè- 
mes les plus intéressants dont la résolution par des méthodes clas- 
siques est impossible. C’est à cette fin qu'ont paru à la chaire de 
mathématiques supérieures de l’Institut physico-technique de Mos- 
cou (IPTM) deux nouveaux cours: Equations de la physique mathé- 
matique par V. Vladimirov et Equations différentielles aux dérivées 
partielles par V. Mikhaïlov. 

Le présent Recueil s'inspire de ces cours et les complète d’une 
façon substantielle. En plus des problèmes aux limites classiques, 
il comprend de nombreux autres qui n’admettent que des solutions 
généralisées et dont l'étude demande l'emploi de méthodes et résul- 
tats de l'analyse moderne. Aussi le Recueil propose-t-il des exercices 
relatifs à la théorie de l'intégration au sens de Lebesgue, aux espa- 
ces fonctionnels (en particulier à ceux de fonctions admettant des 
dérivées généralisées), aux distributions (y compris les transforma- 
tions de Fourier et de Laplace des distributions) et aux équations 
intégrales. 

Les auteurs font usage des problèmes originaux qui, depuis déjà 
plusieurs années, servent d'exercices d'entraînement aux étudiants 
de l'IPTM, ainsi que des recueils connus de B. Boudak, A. Samar- 
ski, A. Tikhonov (Recueil d’exercices de physique mathématique, 
« Naouka », 1972, éd. russe) et de M. Smirnov (Problèmes d’équa- 
tions de la physique mathématique, « Naouka », 1968, éd. russe). 

Le présent Recueil est destiné aux étudiants (mathématiciens, 
physiciens et ingénieurs) dont les connaissances en mathématiques 
sont assez riches. 

Les auteurs tiennent à exprimer leur reconnaissance aux ensei- 
gnants de la chaire de mathématiques supérieures de l’IPTM, et par- 
ticulièrement à Messieurs T. Volkov et Y. Drojjinov, pour leurs pro- 
positions et suggestions qui ont contribué à l'amélioration de l'ou- 
vrage. 


NOTATIONS ET DÉFINITIONS PRINCIPALES 


. Z = (x, Ze, + + + Zn), Point de l’espace euclidien réel n-dimensionne Rn. 
n° 


[ Î (2) dz= | f(tis ce. Zn) dry... 7 
.: R" 
3. a —(œi, Go, .... An), multi-indice;: |[œ]—=@+@+ ... +an, al= 


(y 2 @, ©. œ 
—= Qi | Œo | nl, Z = 241r,* ... Zn". 


4e (x, Y)= Tia + Toÿo +... Hlnÿn: 
r=|2l= Ve n=Vatet.. + 


5. U (x; R), boule ouverte Fr — z9| <R de rayon À et de centre z,; 
S Go: R), sphère [z—zl—=R r = U(0; R), Sr = S (0; R). 

6. Soit G un domaine dans Rr. UR ensemble E est dit strictement intérieur 
à G s'il est borné et si £c G(E=c G). 

7. Une fonction f (x) est dite localement intégrable dans G si elle est absolu- 
ment intégrable sur chaque G’ strictement intérieur à G. Nous dirons des fonc- 
tions localement intégrables dans R" qu'elles sont localement intégrablestout court. 
L'ensemble des fonctions localement intégrables dans G sera noté L,; joc (G); 
Li toc = Li loc (R ñ). 


8. D%f(x) = SVT (Eu Es. #n) Œu Ee En), 

xit 079? ... Or," 
9. CP (G), classe de fonctions / continues ainsi que leurs dérivées D®f,| a | < 

< p (0 < p << co), dans un domaine G< R". Les fonctions f de classe CP (G), 

dont toutes les dérivées DT f, |&a | << p, peuvent être prolongées par continuité 

sur l’adhérence G, constituent la classe CP (G); C (G) = C9 (G), C (G) = C° (G); 

Cæ (G) est formée des fonctions f telles que f € CP (G) pour tous les p; la classe 
Cæ (G) est définie de façon analogue. 


10. La convergence uniforme d’une suite de fonctions {/,} vers une fonc- 
tion f sur l’ensemble E est notée 


xeE 
fa(x) = 1(z), k— 00. 


11. A UB, réunion des ensembles 4 et B; 4 NB, intersection de A et 3: 
AXB, produit de À et B (l’ensemble des couples (a, b)j, a A,b € B): 
AB, complémentaire de B par rapport à À. 

12. On appelle le support d'une fonction continue f (x) l’adhérence de l’en- 
semble des points x tels que f (rx) 0. Le support de la fonction f est désigné 
par supp f. Si une fonction f (x) (mesurable sur un domaine G) s’annule presqu 
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artout dans GG’, où Ga c G, alors f est dite à support borné dans G; une 


onction à support borné dans R" est à support borné. 

42 93 

+... + 209 
(42 8 


2 
13. A= __ — laplacien, 
ôz Ôxs 


—a®AÀ, opérateur des ondes, 


0] 


—— th, opérateur de la chaleur. 
14. T+, cône futur : &4>]|zl|. 


22 

1 T2 

15. CE) = —— | e d2e 
V 2x LA 
_€? 

16. eee -KË |[z|<e; où C.=e"x, 

0, |z1>e; 

(we étant le noyau médiateur, la calotte). 


17. C, plan de la variable complexe. 
18. 0 (x), fonction de Heaviside: 


_f14,, z2>0, 
8 = À 0, z<0. 


CHAPITRE PREMIER 


POSITION DES PROBLÈMES AUX LIMITES 
DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 


$ 1. Etablissement d'équations et position 
des problèmes aux limites 


Convenons des notations suivantes: 

p (x) = p, densité (linéaire, superficielle, volumique); 

To, tension d'une corde, d’une membrane; 

E, module de Young; 

k, caractéristique de la fixation des extrémités d'une corde, d’une barre 
ou du bord d'une membrane: 

S, aire de la section droite d’une barre, d'un arbre, etc. : 


y = _ , rapport d'’adiabacité; 


P Po, Pression d’un gaz, d'un liquide; 

m, Mo: MASSE; 

g, accélération de la pesanteur; 

w, vitesse angulaire; 

k, k(zx), k(zxz, u), coefficient de conductibilité thermique interne: 

«, coefficient de conductibilité externe (coefficient d'échange superficiel) ; 

D, cocfficient de diffusion. 

Citons quelques exemples d'établissement d'équations. 

Exemple 1. Problèmes des cordes vibrantes. Soit une corde de longueur ! ten- 
due avec une force T, et en position d'équilibre rectiligne. A l'instant t = 0, 
les points de la corde écartés de leurs positions d'équilibre acquièrent une cer- 
taine vitesse. Poser le problème des petites vibrations transversales des points 
pour t >> 0 si les extrémités de la corde sont : 

a) fixées rigidement, 

b) libres, c'est-à-dire qu’elles peuvent se déplacer librement suivant des 
droites parallèles à la direction de l'écart u, 

c) fixées élastiquement, i.e. chaque extrémité éprouve, de la part de l'appui, 
une réaction proportionnelle à l'écart et de sens opposé, 

d) animées d'un mouvement transversal selon des lois données. 

On négligera la résistance du milieu et la force de pesanteur. 

Solution. Supposons que l'axe des z coïncide avec la corde en équilibre. 
On entend par la corde un fil flexible et inextensible. Cela signifie que si on la 
sectionnait en pensée en un point x, l’action d'une portion de corde sur l’autre 
(tension T7) s'exercerait suivant la tangente en x à la corde. Pour établir l’équa- 
tion des cordes vibrantes, prenons un tronçon de corde entre x et x + Az et proje- 
tons sur les axes de coordonnées toutes les forces (celles d'inertie y comprises} 
agissant sur ce tronçon. En vertu du principe de d’'Alembert, la somme des pro- 
jections de toutes les forces doit être nulle. Puisque nous n’étudions que les vibra- 
tions transversales, nous supposons que les forces extérieures et la force d'inertie 
sont dirigées suivant l’axe des u. N'oublions pas non plus que les vibrations con- 
sidérées sont petites, si bien qu’en établissant l'équation nous négligerons les 


carrés de la quantité u. (x, t). La longueur S de l'arc AB s'exprime par S — 
x+Ax 


V1 + ui dr & Az, autrement dit, les tronçons de la corde vibrante ne 
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s'allongent pas et, selon la loi de Hooke, la tension 7, — | T'| ne dépend ni du 
temps ni de z. Cherchons la projection de toutes les forces sur l'axe des u à l’ins- 
tant t. Les projections des forces de tension sont égales, à des infiniment petits 
du premier ordre près, à (fig. 1) 


. . te &œ (r + Az) tg & (zx) 
— =T 2 ————_—_—_———— | — 
To [sin a (#4 Ax)—sin a (2)]=7o [ Vite a(+ar  Vitiwa(r) | 
r u.(z+Ax,t) Ux(z, t) | un 
OU | = 
Er (z<+ Az, 1) V1 (z, t) 
2 Tolux(r+ Az, t)—u, (zx, 1)] & Tous. (zx, t) Az. 


Soit p (x, t) la densité linéaire continue des forces extérieures. Le tronçon 4B 
est alors sollicité le long de l’axe des x par la force p (x, t) Az. Pour obtenir les 


Fige 1 


forces d'inertie sur 4B, utilisons l'expression — muy,,, où m est la masse du tron- 
çon en question. Si p (x) est la densité linéaire continue de la corde, alors m = 
— p Az. Ainsi, la projection de la force d'inertie sur l'axe des est donnée par 
— Puy, Az et celle de toutes les forces sur cet axe a la forme 


[Touxx + p (x t)==p (x) uyr] Az = 0. (1) 
Par conséquent, 
Touxx—Pp (zx) ur + p (x, D =0 


Nous venons d'obtenir l'équation des vibrations forcées d'une corde. Si p = const, 
elle s'écrit 


Ut = usx + (xt), 
avec 


1 p(x, t) 


De plus, la fonction u (x, t) vérifie les conditions initiales 


u lt=0 — P (x), Uy l1=0 =" (x), 
où ®p (x), Ÿ (x) sont des fonctions données. 
Etablissement des conditions aux limites: 
a) pour une corde d’extrémités fixées rigidement, on a 


ump = 0 Ulrn=0; 
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b) dans le cas d'extrémités libres, on trouve la condition pour x — 0 en pro- 
jetant sur l'axe des z les forces s'exerçant sur le tronçon XM (fig. 2). Comme la 
tension au point z = 0 est nécessairement parallèle à l'axe des x, la projection 


Fig. 2 


des forces de tension agissant sur XM vaut Tou, (Az, t). La projection de la 
force extérieure est p (0, t) Az et celle de la force d'inertie — puy (0, t) Az. 
Egalons à zéro leur somme; il vient 


Toux (Az, t) + p (0, t) Az — puy, (0, t) Ar = 0. (2) 


Faisons tendre Az vers 0. Les fonctions figurant dans (2) étant continues et bor- 
nées, on trouve la condition u, |, — 0. On obtient de même la condition à 
l’extrémité droite, à savoir u, |. = 0; 


u 
T(L-Ax) 


L-A1x 


Fig. 3 


c) les forces élastiques développées par l'encastrement en x — 0 sont données 
par — ku (0, t). Egalons, dans ce cas, à zéro la projection sur l’axe des z de tou- 
tes les forces appliquées au tronçon XM. Le premier membre de (2) est complété 
par le terme — ku (0, t). Nous avons alors 


Tous (Az, t) — ku (0, 1) + p (0, t) Az — puy, (0, t) Az = 0 
et, lorsque Az —+ 0, 
(ux—Rhu) Lun m0 =. 
A l'extrémité droite (fig. 3) la projection de toutes les forces a la forme 
— Tou, ( — Az, t) — ku (1, t) + p (L, t) Az — puy, (L, t) Az = 0, 


puisque sin & (2 — Az) æ=u,|,=—3-ax. Pour Az —0 nous obtenons (u, + 
+ hu)|,.=; — 0; 
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d) uls=o = M (), ul,k=y = Ut), où les fonctions pas (t), le (tr) défi- 
nissent la loi du mouvement des extrémités (a, (0) = œ (0), pe (0) = ® (L)). 

Exempie 2. Problèmes des vibrations d'une barre. Soit une barre rectiligne 
élastique de longueur ! que l'on écarte de la position d'équilibre en imprimant 
à l'instant t — 0 à ses sections droites de petits déplacements longitudinaux et 
des vitesses. En supposant que les sections droites restent parallèles au plan per- 
pendiculaire à l'axe de la barre, poser le problème des petites vibrations longitu- 
dinales de la barre, pour t >> 0, dans les cas où ses extrémités sont : 

a) fixées rigidement, 

b) animées d’un mouvement longitudinal selon des lois données, 

c) libres, 

d) fixées élastiquement, i.e. subissent chacune de la part de l'encastrement 
une force longitudinale proportionnelle au déplacement et de sens opposé. 

Solution. Supposons que l’axe des z se confonde avec celui de la barre (fig. 4) 
et soit x la coordonnée de la section pq en repos. Puisque nous étudions les petites 


p P; 
0[ ff _[r#4x OO x% 
q q 
Fig. 4 


vibrations longitudinales de la barre, nous admettrons que les forces extérieures 
et d'inertie sont dirigées suivant l'axe de la barre. Notons u (x, t) le déplace- 
ment de la section à l'instant t:; en vertu de notre hypothèse, le déplacement: de 
la section au point z + Az est 


u(z+ Az, t)æu(z, t)+u, (zx, t) Az. 


Donc, l'allongement relatif dans la section x de la barre est u, (x, t). En vertu 
de la loi de Hooke, la tension dans cette section est 7 = ESu. (x, t), où S est 
l’aire de la section droite, E le module d'élasticité. Nous trouverons l'équation 
des vibrations de la barre en égalant à zéro la somme de toutes les forces,'celles 
d'inertie y comprises, agissant sur le secteur pg, p,g,. La résultante des forces de 
tension vaut 


T(z+ Ar)—T(z) = ESlu, (r + Az, 1) —u, (x, t)] & ESu.,. (x, t) Az. 


Soit p (x, t) la densité volumique des forces extérieures. Le secteur pq, p:1@ 
subit alors une force extérieure Sp (x, t) Az et une force d'inertie 
— p (x) Su, (x, t) Az. Selon le principe de d'Alembert la somme de toutes les 
forces est nulle, i.e. 


[ESu,s (x, t) + px, 1) S — p (x) Susr (x, t)] Az = 0. (1) 

D'où 
p (x) Utt (z, t) = Eu... (x, t) + P (x, t); (2) 
dei plus, u (x, t) vérifie les conditions initiales ul,-0o = @ (x), wlr=o = 


= 4 (x) avec q(z), (x) données. Si p (x) = p = const (barre homogène), l'équa- 
tion se met sous la forme 


Up = auxx Hg (rt), 
où 


a LE (z, n= PE. (3) 


. CS 
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Etablissement des conditions aux limites: 

a) les extrémités fixées rigidement restent en repos, donc u|,._o = 
— u| = — , 

D) u leo = I (t), ul = Ha (t) avec ui (+), ue () des fonctions défi- 
nissant la loi du mouvement des extrémités (1, (0) = œ (0), ua (0) = œ (L)): 

c) en cas d'extrémités libres, faisons le bilan des forces en jeu pour les deux 
extrémités. A l'extrémité gauche la résultante des forces élastiques de tension 
est T (Ar) = ESu. (Az, t), la sollicitation Sp (0, t) Az et la force d'inertie 
— pSu;s (0, t) Az. La somme de toutes les forces appliquées à l'élément en ques 
tion est égale à 0. D'où 


ESu. (Az, t) + p (0, t) S Ar — pSuys (0, t) Az = 0 (4) 


et, lorsque Ar —+ 0, nous obtenons u, |... —0. Raisonnant de façon analogue sur 
l'extrémité droite, nous trouvons la condition 


ue lei = 0; 


d) le premier membre de l'équation (4) acquiert un terme supplémentaire 
la force — ku (0, t). En passant à la limite, lorsque Az —+ 0, il vient 


. k 
ESux (0, t)—ku(0,1)—0 ou (ux—hu)|,.,p=0% où h=-T. 


A l'extrémité droite, on a 
—T(I—Az)=—ESu,(I— Az, t), 


Sp (I, t) Az (la force extérieure), — p (x) Suys (L, t) Az (la force d'inertie). 
Alors — ESu, ( — Az, t) — ku (!, t) + Sp (L, t) Ar — uy (l, t) Sp (x) Az = 
= 0, et, lorsque Ar —+ 0, on obtient la deuxième condition aux limites 


(us + hu)l,=1 = 0 


Exemple 3. Problème des vibrations d'une membrane. On appelle membrane 
un feuillet tendu parfaitement flexible et qui oppose une résistance à l'extension. 
Le travail accompli par une force extérieure pour déformer un secteur de la mem- 
brane est proportionnel à la déformation. Le coefficient de proportionnalité 
positif 7, indépendant de la forme et de la position de ce secteur, est la tension 
de la membrane. 

Etablissons l'équation d'une membrane en équilibre en supposant qu’à l’ins- 
tant initial elle constituait un domaine G du plan (zx,, z,) limité par une courbe 
L suffisamment régulière. Les forces élastiques intérieures fournissent un travail 
égal en valeur absolue à celui des forces extérieures et de signe opposé. Soit f (x) 
la densité en un point x d’une force perpendiculaire au plan (zx,, z.). Sous l’action 
de cette force la membrane prend un état décrit par l’équation u — u (x). Admet- 
tons que la déformation de la membrane est peu importante, ce qui nous permet 
de négliger les puissances supérieures de us» U, Admettons de plus que sous 


l'action ‘de la force extérieure, les points de la membrane ne se déplacent que 
suivant des perpendiculaires au plan (z,, z2), si bien que les coordonnées (x;, z2) 
d'un point arbitraire se conservent. 

Le travail de la force extérieure qui a provoqué le déplacement de la mem- 
brane de sa position initiale (u = 0, x € G) dans la position donnée par l'équa- 
tioou—=u(xz)},zE€G, vaut | f(x) u (x) dr. Pendant ce déplacement, l'aire de 

G 
la membrane subit la variation | (V1 ui +uri —{)dzret le travail des 


G 
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forces élastiques intérieures est égal à 


_—T Î [V 1+ui +ui —1] 2 | (ux + ur) az. 
G 


Par conséquent, le travail total s'écrit 


T 
A(u) = | [+ G2 +ur)+u | az. (1) 
G 
La variation de la fonctionnelle (1) s'exprime par 


SAG= | 1-7 (6, +u, ôue )+ fou] dr. 
G 


Selon le principe des déplacements virtuels, dans la position d'équilibre (u — 
= u (x)) on a ôA(u) = 0 pour tous les ôu (x) admissibles. Comme 


Î (u, ôu, +u, ôu,.) dr = | __ Ôu dl— | Au Eu dx, 
G | L 


où na est le vecteur normale extérieure au contour L, on a 


OA (u) = —T | __. ôu a+ | (TAu+ f) Ou dr = 0. (2) 
L G 


Toute fonction indéfiniment dérivable dans G et égale à 0 sur la frontière étant 
une fonction admissible, sous l'hypothèse des u (x) et f (x) suffisamment régu- 
lières, l'égalité (2) entraîne 

Tâu—=—f{r), 766. (3) 

Conditions aux limites : 

a) membrane fixée en tous points de son contour. Si son bord est fixé rigi- 
dement, il ne se produit aucun déplacement des points sur le contour L et, par 
conséquent, 

ulz=0; 

b) le bord de la membrane est libre, i.e. il peut se déplacer librement sur la 
surface latérale d’un cylindre de base L; dans ce cas, ôu est arbitraire dans G 
et sur L, et la condition (2) entraîne 

ou 
on 


c) si le bord de la membrane est soumis à une force de densité linéique f., 
l'intégrale curviligne dans (2) est remplacée par 


| (—r +h) ôu dl 
L 


L 


et, ôu étant arbitraire sur Z, il vient 
ou 
(-r +n)] =0: 


d) le bord de la membrane étant fixé élastiquement, la force s'y exerçant 
est de densité —ku, où k est le degré d'encastrement ; la condition aux limites 
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| . Ô . 
s'obtient par substitution de —ku à /, dans (- T = + h) L = 0./1l vient 
ou . k 
(+) Ps °e P=T 


Etablissons l'équation du mouvement d'une membrane. Soit u = u (x, t) 
l'équation décrivant la position de la membrane à l'instant t. Conformément 
au principe de d'Alembert, la fonction u (x, t) satisfait à l'équation différentiel- 
le T Au = — (f — puy;) (f = f(x, t) étant la densité de la force extérieure, 
—p (z)uy, celle de la force d'inertie). Ainsi, l'équation du mouvement a la 
orme 


aAu—uy;—=F(z,t)}, où =), F= _im0, (4) 
p p 

Physiquement, il est clair que pour décrire de façon unique le processus vi- 
bratoire, il faut se donner, en plus de l'équation (4) et de la condition sur la fron- 
tière L (une des conditions a)-d)), la position initiale (la forme de la mem- 

brane lorsque t — 0) et les vitesses initiales des points de la membrane. 
Le problème relatif à l’équation (4) se pose donc comme suit : trouver une 
solution u (x, t)}, EG, t>>0, deux fois continüment dérivable et continü- 


ment dérivable dans G pour t > 0 vérifiant les conditions 

a Au—uy = F{(z;t), uli-o = px), uw lo = Ÿ G), 
avec ® (x), (x) données. Selon les conditions au bord de la membrane, la fonc- 
tion u (x, t) doit en outre satisfaire à l'une des conditions a)-d). 

Exemple 4. Equation de continuité. Considérons le mouvement d'un liquide 
(resp. gaz) parfait, i.e. d’un fluide sans forces de viscosité *). Soient v — (v,, ve, vs) 
le vecteur vitesse du fluide, p (x, t) sa densité, f (x, t) l'intensité des sources. 
Isolons un volume Q limité par une surface S. La variation par unité de temps de 
la masse de fluide intérieure à Q est alors 


D'autre part, cette variation doit être égale à la quantité Q, dégagée par les sour- 
ces moins la quantité Q, sortant par la surface S. Visiblement 


= f{ De, Q= (piton) ds = | div (pu) à, 
Q S Q 


où An est la normale extérieure. Nous avons donc 


À tor-+ div (pr) — 11 de=0. 
Q 


Vu l'arbitraire de Q et la continuité de l'expression sous le signe | , il faut que 


Pr div (p-v)=f (x, t). (1) 


C'est l’équation de continuité du mouvement d'un fluide parfait. 

Considérons l'écoulement, autour d'un corps solide & de frontière S, d'un 
courant potentiel de fluide homogène incompressible ayant une vitesse donnée 
v, à l'infini en l'absence de sources. Comme p = const et f = 0, le problème 


*) Le mouvement est considéré en coordonnées eulériennes. 
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se ramène à la résolution de l'équation 

| 
div u=0 (2) 
Un |s =0 (3) 


où v, = (v, n), n étant la normale extérieure. Soit u le potentiel des vitesses, i.e. 
v = grad u. L’équation (2) s'écrit alors 


dans la condition 


div gradu—Au=0, 
et la condition aux limites devient _ s—° puisque 


’n=(v, n)=(grad u, n= 2. 


En se servant des considérations physiques on voit que v (x) tend vers v, lorsque 
|z | — oo, vo étant la vitesse du fluide à l'infini. 
Notre problème se ramène donc à la résolution du problème suivant: 


Au=0, zéQ, 
ôu 
——| —=0, lim gradu—v. 
on |s befeo 0 


Exemple 5. Problèmes de propagation de la chaleur. On établit l’équation 
correspondante à partir de la loi de Fourier selon laquelle la quantité de chaleur 
passant dans le temps At à travers une aire infiniment petite AS intérieure au 
corps considéré est définie par la formule 


Ou (zx, t) 

” on AS At, (1) 
où n est la normale à l'aire dans le sens des températures décroissantes, k (x, u) 
le coefficient de conductibilité thermique, u (x, t) la température du corps au 
point x — (x,, xs, zs) à l'instant £. Supposons le corps isotrope en ce qui concer- 
ne la conduction de la chaleur. La quantité 4 (x, u) ne dépend alors pas de l’orien- 
tation de l’aire. Pour établir l'équation, isolons à l'intérieur du corps un parallé- 
épipède A: 


AQ=—k(z,u) 


Zi << + An (£ = 1, 2, 3) 


et déterminons son bilan thermique. En vertu de la loi de Fourier, il reçoit à tra- 
vers l'aire E, = r, une quantité de chaleur égale à 


du (zx, t) 


Q'—=—k(z, u) Oz: 


et, à travers l'aire £4—= x As, 
» ° ou Aty, To, T3, t 
Q"=k(ziH Az, 20, z3, U(zy+ Azy, To, za t)) SAR RER 


et on a à des infiniment petits d'ordre supérieur par rapport à Ar, Ars Ars At 
près 


AtoztsAt, 


, v À Ou (x, t) 
Q"+Q" = FA [4 (x, u) TE | Azxy Aro Az At. 


On calcule de même le flux de chaleur entrant par les autres faces. Ainsi, la quan- 
tité de chaleur AQ pénétrant par unité de temps At dans le parallélépipède à tra- 
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vurs sa surface est 


3 
Ô ou . 
AQ = D ET (x 7) Azy Aro AzsAt=div (k grad u) AziAzoAzsAt. 
i1=1 


Sojt F (zx, t) la densité de sources chauffantes. La quantité de chaleur AQ, 
qu elles cèdent au parallélépipède durant At vaut alors 


AQ = F (x, t) Az; Az: Az At. 
Ainsi, durant la période At, le corps reçoit au total une quantité de chaleur 
AQs = AQ + AQ- (1) 


On peut définir AQ, en fonction de l'augmentation de température dans le paral- 


lélépipède pendant At. Soient p (x) la densité de la matière et c (x) sa capacité 


calorifique. On a alors 


AQa = (u(z, t+ At) — u (x, t)]c- p Az, Are Azs © 
æc(r)p(z)u, (x, t) Az Are Ars At. (2) 


Egalons (1) et (2) et substituons à AQ et AQ, de (1) leurs expressions. Nous obte- 
nons 


c(x)p(z)u, = div (x grad u) + F (x, t). (3) 
Si le coefficient de conductibilité thermique k ne dépend pas de la tempé- 
rature u, k (x, u) = k (x), l'équation (3) devient linéaire. Dans le cas d’un corps 


homogène, on a c (r) = const, p = const, k — const, et l'équation se met sous 
la forme 


| us = @ Au+ fs, 1), (4) 
o k F (z, t) 
=D) f(x, D=— 


Partant des considérations physiques, on voit que pour décrire de façon unique le 
processus de propagation de la chaleur, il convient de se donner, en plus de l'équa- 
tion (3) ou (4),1 la température initiale, i.e. ul, = ® (zx), et le régime ther- 
mique au bord. Dans le cas d’une frontière l de G maintenue à une température 
donnée, la condition aux limites s'écrit | 


u|r=Ÿ. 
Si sur J'est donné un flux de chaleur gq, la condition aux limites est 


ou 
on 


où À — _ et x est la normale extérieure. En particulier, si le corps G est ther- 
miquement isolé sur l, on a 


= 


ou 
on 


—— 


r 


Si la température du milieu ambiant est donnée, on estime que les échanges de 
chaleur sur l se font d’après la loi de Newton, i.e. gl, — & (u, — ur, où g est 
le flux thermique, & le coefficient d'échange superficiel, u, la température du 
milieu ambiant. D'autre part, en vertu de la loi de Fourier, le corps reçoit par 


unité de temps, en provenance d’un élément d’aire de F, un flux g, = # _ . Les 
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deux flux sont nécessairement égaux, i.e. 


du ou 
k——— p=alui—u) Îr ou (+ hu) 


= 165) 


avec } — _ » M = hu, (s, t). 


Exemple 6. Problèmes de diffusion. Etablir l'équation de la diffusion d'une 
substance dans un milieu immobile occupant un volume borné @ de frontière T, 
si l'on connaît la densité F (x, t) de sources et si la diffusion se fait avec absorp- 
tion (par exemple, les particules de la substance diffusante entrent en réaction 
avec la substance du milieu), la vitesse d'absorption étant en chaque point r € Q 
proportionnelle à la densité u (x, t) de la substance en diffusion. 

Trouver les conditions aux limites si 
. a) la frontière du domaine est maintenue à une densité donnée, 

b) la frontière est imperméable, 

c) la frontière est semi-perméable, la diffusion à travers la frontiere s'ef- 
fectuant selon une loi analogue à la loi de Newton pour les échanges de chaleur 
par convection. 

La mise en équation se base sur la loi de Nernst pour le flux de particules 
traversant par unité de temps l'élément d'aire dS 


dQ=—D (x) 48, 


où D (zx) est le coefficient de diffusion et nr la normale à dS. Soit L (z) le degré 
de porosité du milieu. Isolons, comme dans l'exemple 5, un parallélépipède A: 


1 <E <zt An (= 1,2, 3) 
et faisons le bilan de la diffusion. Comme dans l'exemple précédent, le flux en- 
trant AQ durant l'intervalle de temps At vaut 
AQ = div (D (x) grad u) Az; Âts Âz3 At. 


Visiblement AQ, = F (x, t) Az, Ar, Ar, At est la quantité de substance cédée 
à À par les sources et AQ, = — qu Az, Ar, Az, At les pertes dans le volume 
isolé dues à l’absorption par le milieu ambiant. Ainsi, durant la période At, la 
quantité de substance diffusante reçue par le parallélépipède est 


AQ = AQ + AQ: + AQs (1) 


Calculons AQ en fonction de l'accroissement de densité dans l'intervalle de 
temps At; il vient 


AQ = p (x) U; Az AC ts At. (2) 
On obtient moyennant (1) et (2) 
p (x) u, = div (D (zx) grad u) — qu + F (x, 1). (3) 


C'est l'équation de la diffusion qu’on s'est proposé d'établir. Physiquement, 
il est clair que le processus de diffusion se prête à une description univoque à con- 
dition de connaître la répartition unitiale de la densité 
ul; —0 = (x), zEQ, 
et le régime diffusionnel à la frontière du domaine. 
Comme dans l'exemple 5, les conditions aux limites s’écrivent 


a) u|p=uo, - 
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— 0, à 


ou 
b) on |r 


du | | 
c) D = tu) r’ 


où u,. u, sont des fonctions données et & le coefficient de perméabilité de la 
frontière T. 

1.1. Calculer la flèche statique prise par une corde, fixée aux deux 
extrémités, sous l’action d’une charge répartie d’une manière conti- 
nue (par unité de longueur). 

1.2. Etablir l'équation d’une corde vibrante portant des masses 
concentrées m; aux points z; (i—1, 2, ..., n). 

1.3. Etablir l'équation d'une corde vibrant dans un milieu 
élastique. 

1.4. Les vibrations d’une barre dont les sections droites tournent 
l'une par rapport à l’autre et autour de l’axe de la barre sont dites 
de torsion. Mettre en équation les petites vibrations de torsion d'une 
barre cylindrique homogène dont les extrémités sont 

a) libres, 

b) fixées rigidement, 

c) fixées élastiquement. 

1.5. Soit une barre homogène élastique de section rectangulaire 
dont l'extrémité droite est libre et l'extrémité gauche fixée rigide- 
ment. À l'instant initial { — 0, on impose à la pièce de petits dépla- 
cementis transversaux et des vitesses parallèles au plan de symétrie 
vertical longitudinal de la barre. 

Poser le problème aux limites des déplacements transversaux des 
points de la barre pour { >> 0 en supposant que la pièce effectue de 
petites vibrations transversales. 

1.6. Un tube rempli d'un gaz parfait, ouvert à une extrémité et 
animé d'un mouvement de translation suivant son axe avec une vi- 
tesse constante v s'arrête instantanément à l'instant { = 0. Poser 
le problème aux limites relatif au déplacement du gaz à l’intérieur 
du tube à une distance zx de l’extrémité fermée. 

1.7. Un gaz parfait effectue, à l’intérieur d'un tuyau cylindrique, 
de petites vibrations longitudinales ; les sections droites planes for- 
mées de particules de gaz ne sont pas déformées et toutes les particu- 
les se meuvent parallèlement à l'axe du cylindre. Poser le problème 
aux limites du déplacement w (r, t) des particules si les extrémités 
du tuyau sont 

a) isolées par des parois rigides imperméables, 

b) ouvertes, 

c) bouchées de petits pistons de masse négligeable fixés à des res- 
sorts de raideur v et glissant sans frottement à l’intérieur du tuyau. 

1.8. Depuis t — 0 une extrémité d’une barre homogène élastique 
de section rectangulaire exécute des vibrations longitudinales sui- 
vant une loi donnée, l’autre étant soumise suivant l’axe de la pièce 
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à une force  (t). Les sections droites de la barre ont été primitive- 
ment immobiles, en équilibre. Poser le problème aux limites des pe- 
tits déplacements longitudinaux des points de la barre pour t > 0. 

1.9. Poser le problème aux limites des petites vibrations trans- 
versales d'une corde fixée aux deux extrémités dans un milieu oppo- 
sant une résistance proportionnelle à la première puissance de la 
vitesse. 

1.10. Etablir l'équation des vibrations longitudinales d’une bar- 
re supposée homogène dont l’aire de la section droite est une fonc- 
tion donnée de zx. 

1.11. Poser le problème aux limites des vibrations longitudinales 
d’une barre homogène élastique en forme d’un tronc de cône si la 
pièce initialement au repos a ses deux extrémités fixées rigidement 
et si à l'instant t — O on communique à ses points des vitesses 
initiales et des mouvements longitudinaux. La longueur de la barre 
est /, les rayons des bases R, r (R > r). Négliger la déformation des 
sections droites. 

1.12. Une corde impondérable située dans le plan horizontal tour- 
ne avec une vitesse angulaire constante autour de l'axe vertical: 
une extrémité de la corde est fixée à un point de l’axe, l’autre est 
libre. A l'instant initial t — 0 de petits déplacements et des vitesses 
sont imposés aux points de la corde suivant les normales au plan hori- 
zontal. Poser le problème aux limites des écarts des points par rap- 
port au plan du mouvement d'équilibre. 

1.13. Soit une boule de masse m, en un point z = 0 d’une corde 
homogène illimitée. Les vitesses et déplacements initiaux des points 
de la corde sont nuls. Poser le problème aux limites de l'écart des 
points vis-à-vis de leur position d'équilibre dans les cas suivants: 

a) une force F = F, sin Qt agit sur la boule depuis t = 0, 

b) à l'instant initial { = 0 la boule reçoit une impulsion trans- 
versale Do, 

c) la boule du cas précédent est fixée élastiquement avec une rai- 
deur effective k?. 

1.14. Poser le problème aux limites des petites vibrations longi- 
tudinales d’une barre élastique homogène fixée rigidement à une 
extrémité et éprouvant à l’autre une réaction proportionnelle à la 
vitesse. Négliger la résistance du milieu. 

1.15.Une boule de masse m, est fixée en un point zx = c d'une 
corde d’extrémités fixées. Poser le problème aux limites consistant 
à déterminer les petits déplacements des points de la corde pour des 
données initiales arbitraires. 

1.16. Deux barres élastiques homogènes semi-infinies de même 
section droite sont assemblées rigidement bout à bout et constituent 
ainsi une seule barre infinie. Soient p,, Æ, la densité et le module 
de Young de l’une des pièces et p., £, ceux de l'autre. Poser le pro- 
blème aux limites de l'écart des sections droites de la barre infinie 


LA 
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par rapport à leur position d'équilibre si à l'instant initial on leur 
a imposé certains mouvements longitudinaux et vitesses. 

1.17. Un fil pesant homogène de longueur ! fixé par son extré- 
mité supérieure (x — /) à l'axe vertical est mobile autour de cet axe 
avec une vitesse angulaire constante w. Démontrer que l'équation des 
petites vibrations du fil autour de sa position d'équilibre verticale 
est de la forme 

du à ôu 
er (ce) tou. 


1.18. Poser le problème aux limites des vibrations transversales 
d'une corde homogène pesante par rapport à sa position d'équilibre 
verticale si elle est libre à son extrémité inférieure et fixée rigide- 
ment à l'extrémité supérieure. 

1.19. Poser le problème aux limites du champ magnétique inté- 
rieur et extérieur à un conducteur cylindrique dont la surface est le 
siège d’un courant J. 

1.20. Un câble à potentiel v, a, pour t = 0, une extrémité mise 
à la terre par une capacité concentrée (ou une inductance) et l’autre 
isolée. Poser le problème aux limites du courant dans le câble. 

1.21. Un arbre homogène de section circulaire fixé à son extré- 
mité z — 0 est assemblé rigidement par l’autre extrémité x = L 
à un disque de moment d'inertie J,. A l'instant initial, le disque est 
tourné d’un angle &, puis lâché sans vitesse. Poser le problème aux 
limites portant sur la détermination des angles de pivotement des 
sections droites de l'arbre pour t > 0. 

1.22. Une barre pesante suspendue verticalement et encastrée 
de façon que le déplacement de tous ses points soit nul, est libérée 
à l'instant { = 0. Poser le problème aux limites des vibrations for- 
cées de la barre. 

1.23. Supposons remplies toutes les conditions de l’exercice précé- 
dent, sauf la condition imposée à l'extrémité inférieure, qui porte 
cette fois un poids @, l’état non contraint de la barre étant pris pour 
position d'équilibre (par exemple, à l'instant initial on retire l'appui 
et la barre commence à s’allonger sous l'effet du poids). 

1.24. Déduire les équations de l’acoustique à partir de celles de 
l'hydrodynamique. 

1.25. Poser le problème aux limites des petites vibrations radia- 
Jes d'un gaz homogène parfait dans un tuyau cylindrique, de rayon 
À, si long qu'on peut le supposer indéfini dans les deux sens. Les vi- 
tesses et déplacements initiaux sont des fonctions données de r. 

1.26. Poser le problème de l'écoulement d'un flux stationnaire de 
fluide parfait (courant irrotationnel) autour d'une boule. Donner 
l'analogue électrostatique. 

1.27. Poser le problème aux limites des petites vibrations radia- 
les d’un gaz homogène parfait dans un récipient sphérique de rayon 
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R si les vitesses et déplacements iniliaux sont donnés en tant que 
fonctions de r. 

1.28. Poser le problème aux limites des vibrations transversales 
d'une membrane, plane dans son état non perturbé, si le milieu am- 
biant n’oppose pas de résistance aux vibrations. Considérer les cas 
suivants: 

a) la membrane est fixée rigidement sur son contour Z, 

b) la membrane est libre sur Z, 

c) la membrane est fixée rigidement sur une partie Z, de L, la 
partie restante Z, étant libre. 

1.29. Poser le problème aux limites des vibralions d'une mem- 
brane homogène circulaire fixée en tous points de son contour dans 
un milieu qui oppose une résistance proportionnelle à la première 
puissance de la vitesse. A l'instant £ — 0 la face de la membrane est 
sollicitée par une force de densité f (r, @, t) perpendiculaire au plan 
de la membrane en équilibre. Les vitesses et déplacements initiaux 
des points de la membrane sont nuls. 

1.30. Une membrane rectangulaire homogène fixée sur son pour- 
tour reçoit à l'instant initial { = O un choc au voisinage du point 
central de sorte que 


lim | vo(x)dr= À, x=(x,, 22), 
ee 0 D, 


où À est une constante el v, (x) la vitesse initiale. Poser le problème 
aux limites des vibrations libres. 

1.31. Soit un circuit formé d'une résistance Z?, d'une self-induc- 
tance L et d'une capacité C. A l'instant £ = 0, le circuit est branché 
sur une f.é.m. Æ£,. Montrer que le courant à (t) traversant le circuit 
vérifie l'équation 

t 
Li (E)+ Ri(t)+ T Jitdr=E, 1>0. 


0 


1.32. Considérons le champ électromagnétique dans un milieu. 
Moyennant les équations de Maxwell élablir les équations vérifiées 
par les composantes des vecteurs champ électrique et champ magné- 
tique dans les cas suivants: 

a) la densité de charges p = 0, e = const, À = const, u = const, 
J=ÀAE (loi d'Ohm), 

b) le milieu est un vide et, par conséquent, les courants sont 
absents. 

1.33. Poser le problème de la pénétration du champ magnétique 
dans le demi-espace de droite qui est un milieu de conductibilité © 
si, à partir de l'instant £ — 0, la surface x = 0 est maintenue à une 
intensité À = FH, sin Qt parallele à la surface. 
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1.34. Poser le problème aux limites pour la température d'une 
barre 0 < x < L de surface latérale calorifuge ; examiner les cas où 
les extrémités de la barre sont: 

a) maintenues à une température donnée, 

b) continüment investies par un flux de chaleur donné, 

c) le siège des échanges thermiques par convection, selon la loi 
de Newton, avec le milicu de température donnée. 

1.35. Etablir l'équation de la diffusion dans un milieu immo- 
bile en supposant qu’à chaque instant t les surfaces d’égale densité 
sont des plans perpendiculaires à l’axe des x. Ecrire les conditions 
aux limites admettant que la diffusion a lieu dans une couche plane 
0<Lz<l; examiner les cas suivants: 

a) dans les plans limites la concentration de la substance diffu- 
sante reste nulle, 

b) les plans limites sont imperméables, 

c) les plans limites sont semi-perméables, la diffusion à travers 
ces plans s’effectuant selon une loi analogue à la loi de Newton pour 
les échanges thermiques par convection. 

1.36. Mettre en équation la diffusion d'un gaz en désagrégation 
(la quantité de molécules désagrégées par unité de temps en un point 
donné est proportionnelle à la densité). 

1.37. Soit une mince barre homogène de longueur / dont la tem- 
pérature initiale est jf (x). Poser le problème aux limites consistant 
à déterminer la température de la barre si la température uv, de l’ex- 
trémité x — O est constante et la surface latérale et l’extrémité 
x = L sont le siège des échanges de chaleur par convection, selon la 
loi de Newton, avec le milieu ambiant à 0°. 

1.38. Poser le problème de la température d’une mince barre illi- 
mitée calorifuge qu’une source de chaleur ponctuelle parcourt, depuis 
t = 0, dans le sens positif avec une vitesse v, en lui fournissant g uni- 
tés de chaleur par unité de temps. 

1.39. Poser le problème aux limites relatif au refroidissement d'un 
anneau homogène mince de rayon À dont la surface est le siège des 
échanges thermiques par convection avec le milieu ambiant de tem- 
pérature donnée. Négliger le fait que dans l'épaisseur de l'anneau la 
température est répartie de manière non uniforme. 

1.40. Etablir l'équation de la diffusion des particules en suspen- 
sion compte tenu dela sédimentation, la vitesse des particules due à 
à la force de pesanteur étant constante et leur densité ne dépendant 
que de la hauteur z et du temps t. 

Ecrire la condition aux limites pour une paroi semi-perméable. 

1.41. Poser le problème aux limites relatif au refroidissement 
d’une barre en forme de cône tronqué uniformément chauffée (on né- 
gligera la courbure des surfaces isothermes) si ses extrémités sont 
thermiquement isolées et la surface latérale échange de la chaleur 
avec le milieu ambiant à 0°. 
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1.42. Une substance dissoute de densité initiale c, = const diffuse 
à partir d'une solution comprise entre les plans xz=0et zh 
dans un solvant limité par les plans x = h et x — !. Poser le problèe- 
me aux limites pour le processus d'égalisation de la densité sous l’hy- 
pothèse que les plans frontières x = 0 et x = 1 ne laissent pas passer 
la substance. 

1.43. Soit une boule homogène chauffée, à partir de l'instant 
t — 0, par des sources intérieures de densité constante Q uniformé- 
ment répartie. Poser le problème aux limites de la répartition de la 
température pour t >> 0 à l’intérieur de la boule si la température 
initiale de son point quelconque ne dépend que de la distance le sé- 
parant du centre de la boule. Considérer les cas où la surface de la 
boule est : 

a) maintenue à la température zéro, 

b) le siège des échanges thermiques (conformément à la loi de 
Newton) avec le milieu ambiant à 0°. 

1.44. Soit une boule homogène de rayon R et de température ini- 
tiale nulle. Poser le problème aux limites de la répartition de la tem- 
pérature pour t >> 0 à l'intérieur de la boule si 

a) sa surface tout entièr est chauffée uniformément par un flux 
thermique constant g, 

b) sa surface est le siège des échanges de chaleur par convection 
avec le milieu ambiant dont la température est fonction du temps seul. 

1.45. La température initiale d’une plaque illimitée d'épaisseur 
2h étant égale à zéro, poser le problème aux limites de la répartition 
de la température pour t >> 0 dans l'épaisseur de la plaque si 

a) la plaque est investie des deux côtés par des flux thermiques 
g constants et égaux, 

b) depuis l'instant { = 0, l'échauffement est dû à une source de 
chaleur de densité Q (intérieure à la plaque), les bases étant mainte- 
nues à 0°. 

1.46. Un cylindre infini de rayon R est primitivement à la tem- 
pérature f (r). Poser le problème aux limites de la propagation radia- 
le de la chaleur si 

a) la surface latérale est maintenue à une température constante, 
b) la surface latérale rayonne de la chaleur dans le milieu ambiant 
à 0°. 

1.47. Soit une mince plaque rectangulaire de côtés !, m. Con- 
naissant la répartition initiale de la température, poser le problème 
aux limites de la propagation de la chaleur dans la plaque si ses bords 
sont maintenus à la température 


Uly=o = @1(z), Ulyem = Pe(x), 
U |em0 = Yi (YU), Ulxæit = Va (y). 


1.48. La :répartition initiale de la température dans une boule 
homogène est donnée par une fonction f (r, 6, œ). Poser le problème 
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aux limites de la répartition de la-chaleur dans la boule si sa surface 
est maintenue à une température constante us. 

1.49. Deux barres semi-infinies constituées de matériaux diffé- 
rents ont initialement leurs sections extrêmes en contact. Poser le 
problème aux limites de la répartition de la chaleur dans la barre 
infinie connaissant les températures initiales de chaque barre semi- 
infinie. 

1.50. Poser le problème aux limites de la répartition stationnaire 
de la température dans une mince plaque rectangulaire OACB de 
côtés OA = a, OB = b si 

a) les bords sont maintenus à des températures données, 

b) les côtés 04 et OB sont investis par des flux de chaleur donnés, 
les côtés BC et AC étant thermiquement isolés. 

1.51. Une membrane plane limitée par une courbe Z est soumise 
à une charge transversale stationnaire de densité f (x, y). Poser le 
problème aux limites relatif au déplacement des points de la mem- 
brane par rapport au plan si 

a) la membrane est fixée en tous points de son contour, 

b) le bord de la membrane est libre, 

c) la membrane est fixée élastiquement au contour. 

1.52. Soit un cylindre de rayon R et de hauteur k. Poser le proble- 
me aux limites de la répartition stationnaire de la température 
à l'intérieur du cylindre si la température de ses deux bases est une 
fonction donnée de r et la surface latérale 

a) est thermiquement isolée, 

b) est à une température dépendant de z seul, 

c) se refroidit librement dans le milieu à 0°. 

1.53. Poser le problème aux limites de la répartition stationnaire 
de la température aux points intérieurs d'une demi-sphère si la 
surface sphérique est maintenue à une température donnée f (®, 6) 
et la base de la demi-sphère à 0°. 

1.54. La surface d’une boule de rayon R est chauffée par un flux 
de chaleur plan parallèle incident de densité g, la chaleur étant resti- 
tuée dans le milieu ambiant selon la loi de Newton. Poser le problème 
aux limites de la répartition de la température aux points intérieurs 
de la boule. 

1.55. Soit nr (x, s, t) la densité en un point x des particules se 
déplaçant à l'instant { avec une vitesse constante v dans la direction 
8 —= (51, Ses S2) ; désignons par & (x) le coefficient d'absorption et par 
kh (x) le facteur de multiplication en x. En supposant la diffusion iso- 
trope en tout point x, montrer que n (x, 8, t) satisfait à l'équation 
de transport intégro-différentielle 
++, gradn)+o(mn= EE | ns, s, nds +F, (+) 

[s’1=1 
où F (x, s, t)est la densité de sources. 
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1.56. Etant donnés la répartition initiale de la densité et le flux 
de particules tombant sur la frontière l de G, poser le problème aux 
limites pour l'équation (+). 

1.57. Montrer que dans le problème aux limites stationnaire 


(8, grad r)+a (x) n=292@ | n(x, s'}ds'+F (x), nr O(s,n)<0, 
ls’|=1 


la densité moyenne n, (x) = | n (zx, s) ds vérifie l'équation in- 


sl = 1 
tégrale (de Peierls) 


1 
lex) |altx"+(1-1)x"] dt 
] 


RC) = | Lo (az) (2°) m0 (2°) + FE 0 — dr 


|z—z" |* 
G 


(sous l'hypothèse que F est indépendant de s). 

1.58. En développant la solution n (x, s) du problème 1.57 en 
série suivant les fonctions sphériques de s et en retenant seulement 
les termes avec l'harmonique nul et les premiers harmoniques, mon- 
trer que la fonction 


I 
ls] =1 


est solution du problème aux limites (l’approximation de Ja 
diffusion) 


ro (x) = | n(x, s)ds 


4 ,. 1 2 9 
—+ div (= grad no) +(1—h)h= +, (ro+ ae. = (. 


Réponses 
1.1. Tusx+f(r)=0, 0<rz<lul,_y=ul, = 0 


n 
1.2. [p+ > m;Ô (z— z;)] Ut = Toüxxs 0OLr<Il, 1> 0. 
1 


1.3. Put = Tuxx— Qu, 0z<il,t1> 0. 
1.4. Or = 0x: 0<z<l, 0<t< oo, 0 (zx, 0) = f (x), 6; (x, t)=F (x), 
0 (z, t) étant l'angle de pivotement de la section de coordonnée zx à l'instant ft, 


a? = a . où G est le module de glissement, J le moment d'inertie polaire de 


la section droite par rapport au point d'’intersection de l’axe avec cette section, 
© le moment d'inertie axial par unité de longueur de la barre. Les conditions 
aux limites s'écrivent: a) 0, (0, £) = 6, (4, t) = 0, b) 0 (0, r) = 0 (4, t) = 0, 
c) (8, — 40) |, — 9 == 0, (0, + h0)1, = ; = 0, où hk — 5 k étant la caracté- 
ristique de la fixation. 

1.5. uy au. =0,0<z<1,15>0, u(zx, 0) = f(x), us (x, 0) = 
= F (x), 0O0<z<l, u(0,t)=u. (0, 1) =u,(, t)=u,.. (! 1) = 0, 
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où a? — “= , J étant le moment d'inertie géométrique de la section droite par 
rapport à sa fibre moyenne perpendiculaire au plan de vibrations. 


1.6. uy—=auss, 0<Czr<l, 10, où a°—=7y ms 


est la vitesse du son, 
u(z, 0)=0, u(x, 0)=v, 0Lr<l, u(0,t)=0, us (E, t)=0,1> 0. 

1.7. up, — au... y, OLzr<I, 10, u(zx, 0)=f(x), u (x, 0) = 
=F(x), 0O<zr<l. Les conditions aux limites sont: a) u (0, t)—=u(l,t)=0, 
b) ue (0, t}=us(l, t)=0, c) (ux—hu) | en = 0, (ux+hu) | y =0, où h=— 


1.8. us, =atu,.,, 0O<Lz<1, 150, u(0,1)=œit), u,(l, =, t=>0, 


u(z, 0) =0, ur (x, 0),=0, 0OLz<Ii, =. 


19. uy=au,,;—2vtu, 0O<Lz<l, 10, u(z, 0) =qp(x), ur (x, 0) = (x), 
O<Lz<lI, u(0, t)=u(l, t)=0, t=>0, où =, k étant le coefficient 


de frottement. 


1.10. EC = | a, a =2. 
du x 9 du a _ &° 
142. = (= D), 0<r<h1>0, =, |u(0, D1< 00, 


u(l,1)=0,1>0,u(x, 0)=f(z), w(x, 0) =F(x), 0O<Kr<l 
113. uy au, z#0,t>0, =, u (x, 0) = 0, u(z, 0)= 0, 


z £ 0; la condition au point x — O0 est de la forme: a) — mou, (0, t) + 
+ To us (+ 0, t)—u, (—0, t1)] + Fosin Qt=0, 1> 0, b) u (— 0, t)=— 


t), — Mot! (0, t) + To [u. (+ 0, à — Us (— 0 0° = V0, 17 0, 
u ù (— 0, 0) = u (+ 0, 0) —=0, mou, (— 0, 0) = mou, (+ 0 0) — ge C) 
u(—0,t) = u(+0,1t), 1> 0, mous (6, t)+ Tolu, (+ 6, t) — us (— 0, t)] — 


_— bu (0, t) = S mous (— —0, 0) — Mob (+ 0, 0) — Ps u (— 0, 0) — 
=u (+ 0, 0) = 


1.14. u,, = me. Oz <1,1>0, =, u (x, 0) = f(x), u, (x, 0)=g(x), 
0O<Lz<lI, u(0, 1) = 0, (ESu, — ku,) |, = 0, 1t> 0, k étant le coeffi- 
cient de frottement pour l'extrémité x = 1. 

1.19. uyy=atu,,, ze 0<Lz<l,t>0,u(0,t)=ut(l, 1) —=0, u (c—0, t) — 


=u(c+0,t), t>0, u,(c+0, t)—u,(c—0, = ur (c+0, t), > 0. 


1.16. ul, — a°u , —0<r<0 

o oo t>0, ut(0,#=u%(0, #), Eyul(0, = 
— Egu° (0,1), 10, ui(x, 0)=f(x), ul (x, 0) =F (x), —oo<r<0, u° (x, 0) — 
= f (x), uŸ (z, 0)=F(z), z>0, où ui, u® sont les déplacements des points 


k .. . E 
de la première et de la deuxième barre respectivement, TT i= 1, 2. 
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d°u Ô Ou 
1.18. esse); OCz<l, 10, [u(0,t}l<o, u(l.t)—0, 


t>0, uk _o=f(x), wlk_p=F (x), 0<z<HE 
1.19. ADD —0, r>R, ADD—0, O<r<R, gradO=H, ©! ._R=— 


, i , 4T . 
=D Re OÙ LR= (oi+ jeuper) 


étant la densité superficielle du courant et @(ÿ, Oth Je potentiel du champ 
magnétique respectivement à l’intérieur et à l'extérieur du conducteur. 


1.20. JL = — cv, vx = — LT}, 0<z<i, t>0, Vo = Vos u (0, t)= 
{ 


J 
_R° [DE (0, t)|< oo, fsuper = 5 A 


\J dt 
—t ” a l'extrémité mise à la terre, v, (1, t}—0 à l'extrémité isolée. 


1.21. Ou an Or, 1>0, 010» Bhmo=0, 0Kz<i, 


61,0 0 0x Lt — 7% 0, où les constantes a%, ©, J, G ont le même 


sens que dans l'exercice 1.4. 
22. Uyp = Giusx +, 0O<z<i, 10, u(z, 0)=u, (zx, 0), 0<zr<i, 


u(0,t)=0, u (lt, t)=0, t>0, =. 
1.23. uy=au,.+g, 0O<z<l, 1>0, ulp=tlmep=0 0<Kr<l 
u |. 0 =0, Lu=—Esus Le + Q. 


125. une? (ur+tlu), O<r<R, 150, ur, O)=f(r) lurtr, 0) = 
=F(r), 0OLr<R, |u(0,t)|<oo, u |, .nr—=0. 


1.26. Ap=0, r>R,t=>0, 


avec vo la vitesse du flux à l'infini. 


2 
1.27. uyy = 0° (ur+<u), OKr<R, 10, ufr, 0)=f(r), wo = 


.. =0, 10, limv—]lim grad g=#, 
r=R 


r— 00 T— 00 


=F(r), 0Lr<R, |[u(0,t)|<oo, u|._p=0, où ay. 


1.29. uy, + ku, = eau ITR, OKr<R,0<p<2r, t>0, u|,_0 = 


=u|,-0=0, |u(0, p,t)| oo, u(R,p,t)—=0, où =, =, & étant 


le coefficient de résistance élastique du milieu. 


4nÀ … cc? 93 h &nc? 
1.32. a) uy —a?Au + & u—=0, Peu b) (5-4) Po — Ep Ps 
2 
(ea) p=0. HE 0 _ div p—0, où ÆE—(£1, E», Es) est le champ 


électrique, H —(H4, H2, H3) le champ magnétique, p (x) la densité de charges, 
e la constante diélectrique du milieu, u le coefficient de perméabilité magné- 
tique du milieu, Z (zx, t)—(14, Z2, 73) le courant de conduction. 


$ {] ÊTABLISSEMENT D'ÉQUATIONS 2 


Dans le cas a) on obtient pour les composantes £ et H une même équation 
des télégraphistes. 

Pour le cas b) on introduit le potentiel électromagnétique à quatre compo- 
santes (Pos Ps P = (Pr; Par P3) qui permet de chercher une solution des équa- 


tions de Maxwell de la forme E = grad q, — Z ca: , H = Trot P. 


ot 
470 
c° 
|, 0 = Ao sin Qt, t=> 0, où c est la vitesse de la lumière. 

1.34. u, = alu,., 0 Krz <I1,1>0,u(z, 0) = f(x), 0 Lx <l, les con- 
ditions aux limites sont: a) ul.o=@utt), ul = Qt), tx, 
b) — &kSu, oo = Qt), kSu,l.r = Po (), tt > 0, €) u,lxk=o = 


1.33. He = 


| . 
H, +5 Au z2>0,1>0, H js_0 =. Hil,n =; z> 


- h{u (0, D—p@)}, ul; = —hlu(l, 1) — pt], a — 2 est la 


capacité calorifique, ®, (4), p. (t) sont la température des extrémités de la barre 
(cas a)) et la température du milieu au voisinage immédiat des extrémités de la 
barre dans le cas b), g, sont les flux de chaleur aux extrémités de la barre. 
1.35. u, = Du, 0<z<1l,1>0,u(z, 0) = f(x),0 << z< 1, Îles condi- 
tions aux limites sont : a) u (0, t)=u (1, t) = 0,10, b) u, (0, t)=u, (L, t) = 
= 0,150, chu,li=o = klu (0, 1) — pm ()],1> 0, ul =—h [u(l t) — 


qe (2)], avec 5 = hk, & étant le coefficient de perméabilité aux extrémités. 


1.36. us = DAu— au, 1>> 0, z— (x, ro, 3) € R3. 


Bu O<s< 1>0 uho=flh 0<s<h 


ul. 0 = 40 (Ux+hu) | =0,t>0, p étant le périmètre de la section droite 


de la barre, h=<+. 


1.37. uy = au, — 


k 

1.38. u= uex + T 8 (z— vo), —0<Tr<L—Hoo, 10, u(xz, 0) —=op(x)}, 
o k 
a —=—, 

cp 

1.39. uy—=au,,—b(u—up), O<rz<Il, 10, u(r, 0)=f(rz), 0O<r<I, 

k aP . ._ « 

U|x0= 0 |xamts Ux |xux0 = Ux |xests PET: DS : où P est le périmètre 


de la section droite de l'anneau, z— R6, 6 étant la coordonnée angulaire. 
1.40. us = Du,,;—vu;, 2>> 2, t>0, (Du; —vu) =: = 0 t=>0, où v est 
la vitesse de sédimentation des particules. 


a a 2a (1-1) 
1.41. (1-+) D=a[(1-<) EE ]-—e u] o=u 

H ot ôz H 0x cprocosy * 07 0 
k 


Or LL, usrlr=0=Uxlx-1=0, > 0, où = . H est la hauteur du cône, 
y l'angle de demi-ouverture du cône, ro le rayon de la grande base, ! 
la hauteur du cône tronqué. 


CO 0O<z<h, 


1.42. ct—= Decrs, 0O<z<li, t> 0, c(zx, 0) = 0 h<z<l 
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1.43. h= 0° (ur +2 ur) ++, OKr<R,t1>0,uls=o=f(r, 0Kr<R, 
Ju (0,t)|-<o; les conditions aux limites sont: a) u(R,t)—0, b) (u,+ 


œ . k 
+ Hu) kr=Rr= O0, H=——, Ep | 


144. u=a(ur+iu)  0<r<R, 10, uly-o=0, 0Lr<R: les 


conditions aux limites sont: a) |u(0,t)|oo, u,(AR, D=T, 1>0, 


 - 
b) [uw (0, t)1<oo, (ur+Hu)lr=R= pt), 1>0, H=+ RÉ D 
1.45. a) uy—=atu,., —h<z<h, 120, uli-o=0, (kus+g) {x h=0, 


(—ku, + Q) Lx =h = 0, b) = use, —h<z<h, t> 0, u 1-0 — 0, 


° k 
u|+=+h=0, QG“ —=— , 


cp 
1.49. u=a(z)uxx, z Æ 0, 1>0, u(z, 0)=f(x), u(—0,t)=u(+0,t), 
af, z<0, 
kaux (—0, #)= koux (40, 2), a (2) = ati, 4,2. 


aÿ, z> 0, Ÿ cp: ” 
1.56. nl;—0—=70(x, s), n ler = (z, #,t), (s, n)<0. 


$ 2. Classification des équations 
du second ordre 
L'équation 
n 
2 aj(z)u, . +O (x, u, grad u)=0 
peut être ramenée à la forme canonique en tout point fixe x, par la transforma- 
tion linéaire non singulière £ — B7x, où B est une matrice telle que la transfor- 


mation y — Bn rende canonique la forme quadratique > ajj (to) y:yj- (Toute 


—=1 
forme quadratique peut être rendue canonique, par exemple par la méthode d'éli- 
mination des carrés parfaits.) 


2.1. Mettre les équations ci-dessous sous la forme canonique: 
Uxx + 2Uxy — 2uxz + 2uyy + Eu, = 0. 

Auyx — Alzy — dUyz + Uy + U = = 0. 

Uey — Uxs À Ux + Uy — u, = 0. 

. Uzx + Say — 2uz, + 2uyy + 2u:: = 0. 

. Uxx À dUxy — Aluxz — Guy; — u,, = 0. 

 Uxx + 2usy + 2uyy + 2uy 2uyr + 2u,, + Sur = 0. 

° Uxy — Uxt Ÿ Uzz — Zu, + 2 Uit = 0 


. Uxy  Uxz + Uxt + Ur = Ù 
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Q. Uxx + 2uxy — 2uxz — Aus + dus + uz = 0. 
10. usx + 2uss — Lux + Uyy + 2u,: + 2uyr + 2u,, + Aus = 0. 


ñ n—1 
_|- —9S — 
| | e Uxix! 2 ÿ Ux, x, 2 E Ux,x}., | — 0. 


R=2 


12. uxx—2 D (—1}Ÿ Ux,_yx, = 0. 
R=2 
13. > kuz.x, + 2 » lux x, = 0. 
k=1 L<R 


14. à Usa 2 ya, © 0: 15. 2 Ur = 0. 


L'équation - 
a (x, y) Ur + 2b (x, y) Ury + C (x, y) Uyy = D (x, Yr U, Us u,), (1) 
où |[al+|b|+]|c]=- 0, est (en un point ou dans un domaine) 
du type hyperbolique si b? — ac > 0; 
du type parabolique si b*® — ac = 0; 
du type elliptique si b? — ac < 0. 
L'équation caractéristique 


a (x, y) (dy)* — 2b (x, y) dx dy + c (x, y) (az) = 0 
de (1) se décompose en deux équations 


a dy—(b+7/ b— ac) dr = 0, (2) 
a dy—(b—V/ 5%) dz = 0. (3) 


Equations du type hyperbolique: b? — ac >> 0. 

Les intégrales générales @ (r, y) = ©, % (x, y) = ca des équations (2) et 
(3) sont réelles et distinctes. Elles définissent deux familles différentes de carac- 
téristiques réelles pour l’équation (1). Le changement de variables Ë = o (x, y), 
n = Ÿ (x, y) ramène (1) à la forme canonique 


Utn — ®, (&, nn, U, Ur, Un)- 


Equations du type parabolique : b® — ac = 0. 

Les équations (2) et (3) coincident. L'intégrale générale œ (x, y) = c de 
l'équation (2) définit unc famille de caractéristiques réelles pour l'équation (1). 
Par le changement de variables E = @ (x, y), n = % (x, y), où v (x, y) est 
une fonction régulière quelconque telle que ce changement soit biunivoque dans 
le domaine considéré, on réduit (1) à Îa forme canonique 


Unn — UT (6, n, U, Ue, Un): 


Equations du type elliptique: b? — ac < 0. 

Soit ® (x, y) + id (x, y) = c l'intégrale générale de l’équation (2), p (r, w) 
et 4 (x, y) étant des fonctions réelles *). 

Le changement de variables E = œ (x, y), n — %(x, y) ramène alors 
l'équation (1) à la forme canonique 


Ute + Unn — ®, (E, ", U; Ur, Un): 


*) Si a, b, c sont des fonctions analytiques, l'existence de l'intégrale gé- 
nérale de l’équation (2) découle du théorème de Kowalewska. 
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2.2. Dans chaque domaine conservant le type de l'équation ren- 
dre canoniques les équations suivantes: 
1. u,x — dus, — 3u,, + u, = (. 
2. Uzx — Gus + 10u,, + ux — 3u, = 0. 
8. Alzx + Aüxy + Uyy — 2Uy = 0. 
4. Urx — Tlyy = 
D. Uxx — Yüyy = 0. 6. zu, — yu,, = 0. 
7. Yusx — tuyy = 0. 8. zu, + y°u,, = 0. 
9. yu,, + au, = 0. 10. yu,, — zu, = 0 
11. (+zu,s + (A + pu, + yu, = 0. 
12. 4y°u,, — eu, = 0. 
13. u,. — 2 sin zu,, + (2 — cos* x) u,, = (0. 


Supposons les coefficients de l'équation (1) continus dans un domaine D. 
Une fonction uv (x, y) est dite solution de l’équation (1) si elle appartient à la 
classe C* (D) et vérifie dans D cette équation. L'ensemble de toutes les solutions 
de (1) s'appelle la solution générale de cette équation. 


2.3. Trouver la solution générale des équations à coefficients 
constants: 
1. uxy = 0. 2 u,, — au, = 0. 
Uxx — düzy — Süuyy = 0. 4. u,, + au, = 0. 
. Uxx — Oüxy — 2uyy + JUzx + Uy = 2. 
. Uzy + aux + bu, + abu = 0. 
Uxy — 2Ux — Bu, + Ou —= 2e**Ÿ, 
. Uxx + 2ausy + du, + us + au, = 0. 
2.4. Démontrer que par le changement de variables u (x, y) — 
— v (x, y)e-Ÿ*-Y l'équation à coefficients constants 


Uxy + aux + bu, + cu = 0 


OO =1 SZ: O1 CS 


se ramène à la forme v,, + (c — ab) v = (. 
2.5. Démontrer que la solution générale de l'équation u,, = u 
a la forme 


u (a, = | (HN (2VyG—T)dt+ 
Û 


y 


+ | g (8) Jo (2 V x y —t) dt + [f (0) +8 (0) Jo (2i V'zy), 


où J, (2) est une fonction de Bessel et f et g des fonctions arbitraires 
de classe C. 

2.6. Démontrer que la solution générale de l'équation u,, = 
= F (x, y) avec FEC(Iz—z <a, | y — yol < bd), est de la 
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forme 
X 
u (ep =f(a)+e+ | | FE, méndë, 
Xo Vo 
où f et g sont des fonctions arbitraires de classe C2. 
2.7. Démontrer que la solution générale de l'équation u,, + 


+ À (x, y)u; = 0, où À (x, y) ECUIz— xl <a, |y — yol D), 
a la forme 


Le Di + | Def A (E, n)dn} &, 


f et g étant des fonctions arbitraires appartenant à C* et C! respecti- 
vement. 


2.8. Démontrer que la solution générale de 


1 1 
May y x Uy = 0 


est de la forme u(x, y) — Leu, où / et g sont des fonctions 


y 
quelconques de classe C*. 
2.9. Démontrer que la solution générale de l'équation 


n m 
Us et y = 0 


n et m étant des entiers naturels, est de la forme 


7" [forts m 
u (x, y) — Oxm-1 oynr1 | Z—Yy 
où f et g sont des fonctions arbitraires de C*1 et C"*1 respectivement. 
2.10. Démontrer que la solution générale de l'équation 
Uy — O, 


n 
Mau ET 


avec x et m des entiers non négatifs, est de la forme 


j+m+s ntm f(z)+ 8 (y) | 


u (zx, y)=(z—7y Ôx" Oym Z—y 


où f et g sont des fonctions arbitraires appartenant respectivement 
à C'?et CT? 
2.11. Dans chacun des domaines où se conserve le type de l’équa- 
tion trouver la solution générale des équations 
. Ylzxx + (EE —Y)usy — zuy, = 0. 2. ru, — yu,, = 0. 
. LUsx + ZTYuxy — SYuyy — 2rux = (0. 
. Lx + 2TYuxy + Yuyy = 0. 
Uxy — Tux + u = 0. 6. u,, + 2zyu, — 2ru = (. 
° Uxy + Ux + yuy + (y — ju = 0. 
. Uxy + Tux + 2yu + 2ryu = (0. 
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Réponses et indications 
1 
2.1. 1. Uge + Unn + uge = 0; E=7z, Nn=Y—Z, L= ++ 5 Z 2. Upe — 


{ 1 1 
— nn + gg +un = 0; = HN TT +Y, C=—S2—y +2. 3. U:e—Unn + 
+ou=0; Ezty, n=y—z, Eyes 4 utunn=0; È=z, n=y—2, 
3 1 1 
G—=2rz—y+z. 5. usg—unn—ur=0; E=z, n—=y—x, = Si y ds 
6. Leg Un UE er 0: Ext, Nn=y—7T, L—=z—y+z, tT—2r7—2y+ztt. 
Te Use — nn + Utt + rx = 0 may N=y—a =, yat. 8. us — 
— Unn + Ut — rx = 0 ; E=zty, n=2z—y, C——2y+z+t, T—2—1. 9. UtE — 
—uUnntugr=0 ; È=z, n=y—x, = 2e VTT z+ + t. 10. ue nn 03 


E=Z, N=Y, = —z—y+z t=z—y+t. 11. ÿ us 5, = 0, b= > tt, k=— 
R=1 


k 


—1,2,...,n. 12. à Rte 8, =0: = 2 zh k=1,2,...,n. 
n _ n 


13. 2 ue 8, —0, Eu zgs ER =TR—2Zh1, k=2, 3, ...,n. 14. 2 UE, = 0, Ex — 


= + (a+ Da), k—1,2,...,n. 15. Un -5 ue pe, = 0, bi = 


L<R 
V = 2 (k— 2) 
= Zi os Éo— T1 — 20, En = Tk—2. (2 — —— "k—2 2 .) » k=3,4,...,n 


2.2. 1. Un — _ (ue—un)=0, E=z—y, nan 2. Ugr +uüunn tue = 0, 


1 

E=7z, n = 3x + y. 3. Unn + ur = 0, E=z—2y, 1 = Z. 4. en SET) (ug + 
2 _ 2 _ 1 
+ un) =0, =: + y, n=z° —y, 2>0; LEE TT Unn— 3e UE = 0, £= 
3 
2 CE 1 : : 
=Z(—-2",n=y, z<0. 5. “+ TE Ms un) = 0, E=z+2Vy, n=— 
=2—-2V/ y, y>0; Lg + Un En = 0, E=zx, n—=2V —y, y<0.6. Ugr — 
— Unn — + uns 0 E=VIzi, n=V1yl (> 0, y>0 ou zx <0, 
1 — — 

y < 0); ue tumn TE (u; + un) =0, E=V| z |, n=V1| y |, (z> 0, y <0 ou 

3 3 

| — 

r <0, y> 0). Tige mnt UE — Sn un = 0, E—|zl*, n=lyl? (x > 0, 
R 5 3 
y>0 ou rz<0, y<O0); ge + Unn + uit arme. TE Es ,n=|lyl* 
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(z> 0, y<<0 ou z<0, y> 0). 8. Uge + Unn— us —un=0, &=In|z|,n=ln|yl| 


(dans chaque quadrant). 9. uzg- mn FE ue + 3e Uun—=0, E=y?,n=1* (dans 

chaque quadrant). 10. nt TRE (nue + Eun) = 0, E—y— rt, n = y" + ri 

(dans chaque quadrant). 11. us: unn—th£us =0, E=Iln(z+} 1+2?) n = 

1e 1, 1 0. E— 

= ln + VTT) en (eu) + (us tun) = 0, E= 

=y+ex, n=y—et (y>O0 ou y<O). 13. us: turn +cosEun—0, Ex, 
N= ÿY— COS z. 

2.3. 1. f(x)+e(y). 2 f(y+az)+e(y—ar). 3 f(z—y)+e(3z+3y). 

3y-2x 
a (y) + g(a)era. 5. x — y+f(z — 3y) +e(2rtye 7 . 6. [f(2)+ 


+8 (y)Jerbx-av, 7. ext0 + [f (x) + 8 (y)] ex *24. 8. f(y—az) +8 (y —ax) ex. 
2.11. 1 f(z+y)+(z—y)eg (y) (G>—y où z<—y). 2 f(xy) + 


8 
LV Tzyle (=) (dans chaque quadrant). 3. f(zy)+|zyl|" £ (= (dans chaque 


En 
ZT LA 2 L 2 y _ 
quadrant). 4. / (= ) +25 g (+ y° 0). 5. zf (y) — f w+ (x — E) X 
X g (£) eÿv dé. Indication. Désignant u;=v obtenir les relations u—zv—v,, 


v 
Vxy — x = 0. 6. 2yg (++ g' (x) +| (y —E) f (&) ex d£. Indication. Dési- 
Û 


gnant u,, par v obtenir les relations = ve + pv, Uayt2zyvy = 0. 7. e vx 


y 
x[ vi (zx) + f’ a+ | (y— 1) g (n)e7*1 an | . Indication. Introduisant la nota- 
0 


tion uy+u—v, obtenir les relations u=v,+yv, vsy+vx—+ yu, + yv=0. 


y 
8. exv [vf (z)+f" (zx) + | (y—n) g (n) «7° an . Indication. Introduisant la no- 
Û 


lation u,,+zu=—v obtenir les relations u=v,+ 2yv, (v,+zv);+2y (v, + xv) =0. 
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CHAPITRE II 


ESPACES FONCTIONNELS ET ÉQUATIONS INTÉGRALES 


$ 3. Fonctions mesurables. Intégrale de Lebesgue 


1. Fonctions mesurables. Un ensemble E © R? est dit de mesure (n-di- 
mensionnelle) nulle si, pour tout & > 0, il peut être recouvert par un ensemble 
dénombrable des cubes ouverts (1-dimensionnels) de volume total inférieur à e. 

Soit QC R? un domaine. Si une propriété est vraie partout dans @, sauf, 
peut-être, dans un ensemble de mesure nulle, on dit qu’elle est vraie presque par- 
tout dans Q (p. p. dans Q). 

Soit f (x) une fonction définie dans Q. Elle est dite mesurable dans Q si elle 


est limite presque partout dans Q d'une suite convergente de fonctions € C (Q). 
Dans le cas où f (x) = g (x) p. p. dans @, on dit’ que ces fonctions sont équiva- 
lentes dans Q. 


3.1. Etablir que les ensembles ci-dessous sont de mesure nulle: 

1) tout ensemble fini de points, | 

2) tout ensemble dénombrable de points, 

3) toute intersection d’une infinité dénombrable d’ensembles de 
mesure nulle, 

4) toute réunion d’une infinité dénombrable d'ensembles de 
mesure nulle, 

5) toute surface (7 — 1)-dimensionnelle régulière, 

6) toute surface k-dimensionnelle (4 < nr — 1) régulière. 

Dans les exercices 3.2 à 3.9, démontrer les assertions: 

3.2. La fonction de Dirichlet % (x) (égale à 1 si toutes les coor- 
données du point z sont des nombres rationnels et à 0 dans le cas 
contraire) est égale à O p.p. 


3.3. La fonction f (x) — 7=1%x St continue presque partout dans R”. 


3.4. Une suite de fonctions f, (x) = |zxz |" converge vers zéro 
presque partout dans la boule |xz | < 1. 

3.5. THÉORÈME. Pour qu'un ensemble E soit de mesure nulle, il 
faut et il suffit qu'il existe un recouvrement de E par une famille dénom- 
brable de cubes ouverts de volume total fini tel que chaque point de E se 
trouve recouvert par une infinité de cubes. 

3.6. f € C (Q) est mesurable. 

3.7. Si f (x) et g (x) sont équivalentes et g (rx) mesurable dans Q, 
f (x) est aussi mesurable dans Q. 

3.8. La limite d'une suite de fonctions mesurables convergente 
presque partout est une fonction mesurable. 
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3.9. Une fonction continue dans Q, sauf, peut-être, dans un sous- 
ensemble formé d’un nombre fini (ou dénombrable) de surfaces k-di- 
mensionnelles (4 < nr — 1) régulières, est mesurable dans Q. 
an Etablir la mesurabilité des fonctions suivantes données sur 
—1, 1]: 


| 
a) y=sgr; D) y={ sin, 2#0, 


0, z=0; 
. 1 
c) ={ sg (sin), z 3 0, 
0, z=0; 


1 si zx", m, n étant premiers entre eux, 
d) y=4 * _n 


O0 si z est irrationnel. 


3.11. Soient j (x) et g (x) deux fonctions mesurables dans Q. Eta- 
blir s’il en est de même pour 


a) f(x) g(x); Db) Es (sous la condition g(x) Æ0, xE€Q); 


c) |f@) |; d) CG) si jf (x) > 0. 

3.12. Soit f (x) E C (Q) et il existe en chaque point x € Q une dé- 
rivée f.. Démontrer que Îz, est mesurable dans Q. 

3.13. a) Supposons f (x) et g (r) mesurables dans Q. Démontrer 
qu’il en est de même des fonctions max {f (x), g (x)}, 
min { f(x), g (x)}; 

b) démontrer que toute fonction f (x) mesurable est la différence 
de deux fonctions mesurables non négatives 


f* (x) = max {f (x), 0}, f7 (2) = max (0, — j (z)}. 


3.14. Démontrer que toute fonction non décroissante (non crois- 
sante) sur le segment [a, b] est mesurable. 

3.15. Si f (x) est mesurable dans ©, il existe une suite de polynô- 
mes convergente vers f (x) presque partout dans Q. Démontrer. 


2. Intégrale de Lebesgue. Une fonction non négative f (x) définie dans Île 
domaine @ est intégrable au sens de Lebesgue s'il existe une suite non décrois- 


sante de fonctions à support borné f, (x), n — 1, 2, ..., continues dans @ qui 
converge vers f (x) p.p. dans @ et telle que la suite d'intégrales (de Riemann) 


În dx soit bornée supérieurement. 
L'intégrale de Lebesgue de la fonction f (x) est définie par 
&) | (2) &=sup | În dz=lim | În dx. 
Q " @ ar: 


Soit f (x) une fonction mesurable arbitraire donnée dans Q. Ecrivons-la 
comme suit: f(x) = f(x) — f(x), où f*(z) = max {0, f(z)} et f- (x) = 
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— max {0, — f(r)} sont mesurables (exercice 3.13) et non négatives. On dit 
que f (x) est intégrable au sens de Lebesgue sur le domaine Q@ si f* (zx), f- (x) 
sont intégrables au sens de Lebesgue. L'intégrale de Lebesgue de la fonction f (zx) 
est définie par 


(L) | j (a) d= (1) | f* (x) da (L) | f” (a) dr. 
Q Q Q 


On dira qu'une fonction f(x) à valeurs complexes: f (x) = Ref(z) + 
+ ilm f (x), est intégrable au sens de Lebesgue sur le domaine @ si Ref (x) et 
Im f (x) sont intégrables au sens de Lebesgue. On pose alors par définition 


(L) | és = (1) | Re f dz+1 (13 | Im f dr. 
Q Q Q 


On note Z, (Q) l’ensemble des fonctions à valeurs complexes intégrables au 
sens de Lebesgue sur le domaine © qu'on identifie lorsqu'elles sont équivalentes. 

Les fonctions de Z, (Q) sont finies p-p. dans Q. Si une fonction est intégrable 
au sens de Riemann, elle l'est au sens de Lebesgue et les’deux intégrales coïn- 
cident. Aussi allons-nous omettre (L) devant le signe d'intégration ; on entendra 
partout par intégrale celle de Lebesgue et une fonction intégrable le sera toujours 
au sens de Lebesgue. Il y a plus. Une fonction absolument intégrable au sens de 
la théorie des intégrales impropres de Riemann est également intégrable au sens 
de Leb e, et les deux intégrales coïncident. 

Les théorèmes qui suivent sont d’une grande importance dans la théorie des 
intégrales de Lebesgue: 

a) St f(x) est mesurable dans Q et |f(rx)| Lg (x) avec g (x) € L, (Q), 
alors f € L, (Q}. En particulier, une fonction bornée mesurable dans un domaine 
Q borné appartient à L, (Q). A] 

b) THÉORÊME! DE LEBESGUE. SiFune suite de fonctions f(x), ... 

-» În (x), + -. mesurables dans Q converge vers f (x) p.p. dans Q et ÉA (| < 


& g (x) avec g € L1 (Q), alors fE L1(Q)et \fh(z) dr —+ | f dx pour n—+ oo. 


Q Q 
c) THÉORÈME DE FUBINI Si fr, yyEL (Q X P)}, z—= (zx, ... 
rs Zn) E Qs Y = (Us + + Um) E P, Q et P étant des domaines, alors 


| f(æ, v dz EL (P), | f(e, v) dy Li (Q) 
Q P 


et 


RCPELALECTLA LU AECT LE 
QxP Q P P Q 
Si f(x, y) est mesurable dans Q XP, pour presque tout x€ Q le fonction 


f(x, y) IE La(P) et \ | f(x, y)ldz € Li (Q), alors f (x, y) € L1(QXP). 


Démontrer les assertions 3.16 à 3.20: 
3.16. Si f(x) >0 et | f (x) dx = 0 ’alors f (x) = 0 p.p. dans Q. 
Q 
3.17. Si f(x) — 0 p.p. dans Q, alors | f dx = 0. 
Q 
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3.18. Si j, g € L; (Q), alors af + Bg € L; (Q) quels que soient 
a et B constants. 


3.19. Si f € L, (Q), alors |f | E Z, (Q) et 
| [arl<(1f1as. 
Q Q 
3.20. Si f EL, (Q), alors, pour tout e > 0, il existe une fonction 
ge€ C (Q) à support borné telle que | |f — gldr <e. 


Q 
3.21. Vérifier que la fonction de Dirichlet 


= | 


est intégrable au sens de Lebesgue sur [0, 1] et n’est pas intégrable 
au sens de Riemann. Que vaut son intégrale de Lebesgue? 

3.22. Trouver les intégrales sur l'intervalle (0, 1) des fonctions 
suivantes " avoir démontré leur intégrabilité): 


z?, x irrationnel, 
a — 
) @)= 0, zx rationnel ; 


x? si x est irrationnel et supérieur à {/:, 
b) j L 


4, x rationnel, 
0, x irrationnel 


z si x est irrationnel et inférieur à {/s, 


O0 si x est rationnel : 
sinnxz pour x irrationnel et inférieur à {/,, 
c) f(x) = 


x? pour zx irrationnel et supérieur à {/:, 
0 pour z rationnel; 


1 m . 

— z=—, met n étant premiers entre eux, 
d) f(x)— {+ n ñ P 

0 si x est irrationnel ; 


xs pour zx irrationnel, 
e) f()= pour z rationnel; 


f) f(r)=sg (sn), 


3.23. Pour quelles valeurs de & les fonctions 


a) JS TE : 

— 1 
DOTE 
c) Î (x) — + r Zn 


sont-elles intégrables sur la boule | x | << 1? 
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3.24. Soit g (x) une fonction bornée mesurable dans le domaine 
Q. Montrer que la fonction 


f(a= | Sd 
Q 


|z—8lf 
appartient à C*(R") pour k<< n — [a]. 
3.25. Soit f € L, (Q). Montrer que la fonction 
f(x) si, au point x, [f(x)| <N, 
fx () = O0 si, au point x, |f(x)| >, 
est intégrable sur Q et que Ia relation 
lim | fv(odc= | f(x 
Ne © Q 


est valable. 
3.26. Soit Q = (0<z, <1,0<zx, < 1) et f(x) est définie 
dans Q comme suit: 


a) je = TE pour (x4, z2) 5 (0, 0), 
0 , Pour LZi= Te =0; 
b) f(x) . A pour (#1, z:)% (0, 0), 
0 pour Ty = Lo = 0; 
4 our cac, ci. 
2 
c) f(x) = + pour Oz, ri, 
O aux autres points. 


1) Dire si ces fonctions appartiennent à L, (Q). 
1 1 
2) Dire si les fonctions | Î (&us Te) dt, | Î (&y, Ze) dx, appar- 
0 


tiennent à l'espace L, (0, 1). 
3) L'égalité 


C2 


1 


dt: ACTEDLIAEE | dr | }(&1s 22) dzs 
0 0 0 


0 


est-elle remplie ? 
3.27. Etant donnée sur [0, 1] une suite de fonctions en escalier 


În (Z); n = 1, 2, . 
it 
R 


1 pour LL Lr< 
fn (2) = 2° 2 
O0 pour zE1[0, 1] restants, 
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où les entiers n, k, i sont reliés par 
n=2%+i, 0OSi<2—1, 


1 
montrer que lim | f, dt =0etf, (x) -- 0, lorsque nr tend vers l’in- 
0 


n—00 
fini, en aucun point du segment [0, 1]. 
On appelle Z, (Q) l'ensemble des fonctions mesurables dans Q dont le carré 


du module € L, (Q) (comme dans le cas de l’espace L; (Q), deux fonctions équi- 
valentes sont estimées identiques). 


Démontrer les assertions 3.28 à 3.33: 

3.28. Si f1, fe € Le (Q), alors af, + Bf2 € Le (Q) quels que soient. 
a et B constants. 

3.29. Si f € L: (Q), Q étant borné (ou de volume borné), alors 
f € L; (Q). 

3.30. Aucune des inclusions L, (R")« L, (R"), Le (R") L(R") 
n’a lieu. 

3.31. Si f, g € L: (Q), alors f-£ € L, (Q). 

3.32. Si f, g € L, (Q), on a l'inégalité de Bouniakovski 


(Frece<([irrée)"*([ieras)". 
Q Q Q 
3.33. Si f, g € L, (Q), on a l'inégalité de Minkowski 
(Jirtera)*<([iiras) "+ (Tlerds)* 
Q Q Q 


3.34. Etablir que les fonctions ci-dessous sont éléments de L, (Q): 
a) y—zx-/s, Q—=(0, 1]; 


b) y= 2, Q=(0, 1); 


z°/4 
z-"/3cos x, x irrationnel, 
c) y—=4 z-1s, x rationnel, x>0, Q—=[—1, 1], 
0, z—=0; 


Sin (xz422) 
d) v={ Hz 1% 0, Q= 4) : 
0, [z|=0; =(|z|< 1); 

1 


a A zx 0, ze 1/k, 
e) | 218 sg (sin) 


0, z=0, z=1/k. QT 
3.35. Pour quels & et B la fonction f (x)= NN ENT est-elle 
LT TZ 
élément de L, (Q) siQ={Inl+lrel>1}? 


[0, 1] 


42 ESPACES FONCTIONNELS ET ÉQUATIONS INTÉGRALES (CH. I 


3.36. Quels doivent être & pour que r-%, r = (x? + x°)l/2 appar- 
tienne à L, (Q) si a Q=(r<1),b)Q0=(r>1)? 
3.37. Pour quels «& la fonction 
sin | x [? 


à = PTE lorsque |z|< 0, 


Izl=(i+r+ xs)", 
(® lorsque |xz| =0 
appartient-elle à L, (Q) si Q=(|z | <<1)? 
3.38. Pour quelles valeurs de « la fonction | x |-avec | x | — 
=(ri +... + x2?)"/2 est-elle élément de L, (Q) si 
a) Q=(Iz|<1), bO=(Irz1>1), c) Q = R"? 
3.39. Etant donnée g € L, (Q), où Q est borné, montrer que la 


fonction f (x) — | dy, a < +, est élément de C* (Q) lors- 
Ô 


que 4 < _. — [al]. 
3.40. Montrer que pour f € L: (Q) (Q étant borné), il existe, quel 
que soit e > 0, une fonction jf. € C (Q) telle que 


[|f—ffPar<e. 


Ô 
Réponses 
3.21. 0. 
3.22. a) 4/3: b) 2; co —L+-7_. 4) 0: e) 3/9; f) 1—21n2 
° ° ? 108 0 a 4 ? ’ 3 » . 


3.23. a) an; b) a<1; c) a <2n. 


3.26. a) 1. Non; 2. Non 3. Non. b) 1. Non; 2. Oui; 3. Non. c 1. Non 
2. Oui; 3. Non. 
| 


1 
3.35. a>0, B>0, Fat 5 
3.38. a) a < n/2, b) &æ>n/2, c) pour aucun a. 


<1. 3.36. a) œ << 1, b) œ > 4. 3.37. a > + . 


$ 4. Espaces fonctionnels 


1. Espaces vectoriels normés. On appelle espace vectoriel complexe (resp. 
réel) un ensemble M dont les éléments sont munis des opérations internes d'ad- 
dition et de multiplication par des nombres complexes (resp. réels) telles que 
8) fitfo = fa + fi D) Ui+ fe) + fs = f1 + Ua + fs), ©) il existe dans M 
un élément désigné par 0 tel que 0f = 0 quel que soit f € M, d) G + ©) f = 
= Qf + Cof, ©) Ca + fa) = Cf + Cfar 1) (c1-ce) f = C1 (caf), g) 17 = f pour 
tout f, f1, fa € M et c, c,, ca complexes (resp. réels) quelconques. 

Un système d'éléments f,, ..., f. de M est dit linéairement indépendant 
{ou libre) si l'égalité c;f, + ... + cxfx = 0 n'a lieu que lorsque c;, = ... — 
— © = 0. Dans le cas contraire, le système est linéairement dépendant. Un 
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système infini f;, far. - -. est linéairement indépendant s ‘il en est de mêmr 
de tout son sous-système fini. 

Un espace vectoriel est dit rnormé si à tout son élément f on fait correspondre 
un nombre réel || f || appelé norme de Î et satisfaisant aux conditions suivantes : 

à I f 1 > 0, le signe d'égalité n'ayant lieu que pour f — 

If + sl < AN + 1° g Il (inégalité du triangle), 

à l cf [| = c étant une constante arbitraire. 

n définit a es espaces vectoriels normés les notions de distance de deux 
éléments f et g: p (f, g) = [| f — £g Il, et de convergence en norme: la suite f,, 
fas - . . converge vers un élément f (f, — f pour nr —+ oo) si p (f, f,) tend vers 
Oglorsque n —+ oo. 

Une suite f1, fs, - .. d'éléments d'un espace vectoriel normé s'appelle 
suite de Cauchy si pour tout e > 0 il existe un N, N = N (e) > 0, tel que 
fm — fn 1 <e dès quem, n > N. 

Un espace vectoriel normé est dit complet si toute suite de Cauchy de ses 
éléments converge vers un élément de cet espace. On appelle espace de Banach 
et on le note B un espace vectoriel normé complet. 
tw Un ensemble R € B est dense dans B si pour tout élément f € B il existe une 
suite f;, fe, - . . de R convergente vers f (f, — f lorsque nr —+ oo). 


4.1. Etablir que les ensembles suivants constituent des espaces 
vectoriels : 

a) ensemble C* (Q),0<k< ©; 

b) ensemble des points d' un espace r7-dimensionnel À”; ensemble 
des points du plan complexe C: 

c) ensemble des fonctions à support borné dans Q; 

d) ensemble des fonctions bornées dans Q; 

e) ensemble des fonctions analytiques dans un domaine Q du plan 
complexe C: 

f) ensemble des fonctions € C (Q) s'annulant sur un ensemble 
E €Q; 
g) ensemble C(ON {z°}), où HE OQ; 
h) ensemble des fonctions f EC (Q) telles que | fo dr = 0 


avec o une fonction de C (Q) et Q un domaine borné: 


i) ensemble des fonctions f € C (Q) telles que | fo ds = 0, où 
8 
œ est une fonction de C'(Q) et S une portion bornée d’une surface 
régulière dans Q; 
j) ensemble des fonctions intégrables au sens de Riemann (sur Q); 
k) ensemble des solutions de l'équation différentielle linéaire 


D Aa (x) D*f=0, où A€C(Q), |al<k: 
CES 
1) ensemble des fonctions mesurables dans Q; 


m) espace ZL; (Q); 
n) espace L:, (Q). 
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4.2. Vérifier que les ensembles des fonctions ci-dessous ne sont 
pas des espaces vectoriels: 


a) ensemble des fonctions € C (Q) égales à 1 en un point 2 € Q; 


b) ensemble des fonctions f EC (Q) telles que | fdr = 1 
Q 
(Q étant borné): 
c) ensemble des solutions de l'équation différentielle 


Au = fi. 


4.3. Démontrer l'indépendance linéaire des systèmes de fonctions 
suivants: 

a) 4, x, z°, ... sur [a, bj (a < b); 

b) zx, |æ | = 0, 1, 2, ..., dans Q; 

c) e**, k — 0, 1, ..., sur [a, bl); 

d) [f(x)l*, k = 0, 1, ..., dans Q, où f(x) est une fonction 
EC (Q), f Æ const. 

4.4. Démontrer que l’ensemble C (Q) est un espace vectoriel nor- 
mé de norme 


1) Ille, = maxlf@)l 2) Ille, = 13 max] f (2) |. 
x£Q xEQ 


4.5. Démontrer que l’ensemble C* (Q) est un espace vectoriel 
normé de norme 


flex =, 2, mexl 27 @I (1) 


4.6. Soit £ un ensemble de Q. Montrer que l'ensemble des fonc- 


tions f (x) continues dans Q et s’annulant sur E est un espace vecto- 
riel normé muni de la norme (1) pour k = (. 

4.7. Etablir que les ensembles suivants des fonctions définies 
dans @ constituent des espaces vectoriels de norme (1) pour 


a) ensemble des fonctions € C (Q) à support borné dans Q: 


b) ensemble C° (Q); 
c) ensemble des fonctions analytiques dans Q et continues dans 


Q (Q est en l'occurrence un domaine du plan de la variable complexe). 
4.8. S'assurer que R” peut être muni d’une norme de la façon 
suivante: 


a) [|z/fo = max |z;|, 
1<i<n 


b) Izlk=(2 a), 
c) Izlh= 2 xl. 


1=1 
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4.9. S'assurer que, pour tout p > 1, R" peut être muni d'une 
norme définie par 


n 
p\! 
[x Île = (> [ziP)P. 
Trouver lim ||x||,. 
P— 00 


_4.10. Montrer que, quel que soit p 1, on prend pour norme de 
C (Q) une expression de la forme 


lfl=(f1fP 4)" (2) 
Q 


(Q étant borné). Trouver lim || f ||2. 

4.11. S'assurer que les espaces vectoriels normés des exercices 
4.4 à 4.6, 4.7 c), 4.8, 4.9 sont des Banach (i.e. complets pour les 
normes correspondantes) et que ceux des exercices 4.7 a), b) et 4.10 
ne le sont pas. 

4.12. Montrer que les espaces L, (Q) et L, (Q) peuvent être munis 
des normes 


flo = | 1fldz, (3) 
Q. 
N fllraco = ( Par)". (4) 


On a le théorème de Riesz : Les espaces L (Q) et La (Q) munis respectivement des 
normes (3) et (4) sont des es spaces de Banach 

Un sous-ensemble B’ d'un espace de Banach B est un sous-espace (de Banach) 
de B s’il est un Banacb muni de la norme de l’espace B. 

4.13. Supposons le domaine Q borné. Montrer que 


a) l’ensemble C (Q) des fonctions € C (Q) s’annulant sur la fron- 
tière de Q est un sous-espace de Banach de C (Q) (de norme (1) pour 
k — 0); 

b) l’ensemble des fonctions f de 1) C (Q), 2) L, (Q), 3) L: (Q) 
telles que | f(x) px) dr =0,i—=1,2,...,s, avec p,, ..., q, 


Q — 
des fonctions EC (Q) soit un sous-espace de Banach respectivement 
de C (Q) (de norme (1) pour 4 = 0), de L, (Q) (de norme (3)), de L, (Q) 
(de norme (4)). 

4.14. Montrer que l’ensemble dénombrable formé de combinaisons 
linéaires à coefficients rationnels de monômes 2%, x = (x,, . .., x), 
a — (a …...s En) IG | = 0, 1, 2, ..., est partout dense dans: 
a) C (Q) (muni de la norme (1) pour 4 = 0); b) L, (Q) (de norme (3)); 
c) L, (Q) (de norme (4)), Q étant borné. 
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2. Espaces fonctionnels hilbertiens. Associons à deux éléments quelconques 
j et g d'un espace vectoriel Æ complexe (resp. réel) un nombre (f, g) complexe 
(resp. réel) appelé produit scalaire de ces éléments et jouissant des propriétés 
suivantes : 

a) (7, g) = (g, f), 

b) ( + £ Î1) — (7, Î1) + (g, fi), 

c) (cf, g) = c (f, g) pour tout c constant, 

d) quel que soit f € H, le nombre (jf, f) est réel et (f, f) > 0, le signe d’éga- 
lité n'ayant lieu que pour f = 0. 

On norme H en posant, par exemple, ||f|| = (f, fÿ/2. On dit de cette norme 
qu'elle est associée au produit scalaire. 

Un espace H est dit hilbertien s’il est complet pour la norme associée au pro- 
duit scalaire. 

Une suite d'éléments f,, fs, . .. de H converge faiblement vers f € H si, 
quel que soit k€ H, 

CL, h)— (f, h) pour Æ —+ oo. 

Deux éléments j et g sont orthogonaux si (f, g) = 0. Un élément f est normé 
si [fl = 1. Un système e,, e., . .. est orthonormé si (e;, ex) — Ôgns à, k = 
—= 4, 2. 

Soit fE Hete,, €», ... un système orthonormé dans 77. Les nombres f, = 
= (f, ex), k = 1, 2, ..., s'appellent coefficients de Fourier de f et la série 


SU, ex) ex convergente pour la norme de X série de Fourier de f par rapport au 


1 
système  orthonormé ej, 6e, . .. 
Un système e,, €, ... s'appelle base orthonormée où système orthonormé 
complet s'il est orthonormé et si l’ensemble des éléments cie, + Cotes + ... 
. + ce, est partout dense dans Æ pour tous les c;, ..., c, et À constants. 
La série de Fourier de f par rapport à la base orthonormée converge vers 
f pour la norme de H. 


4.15. Montrer que Z, (Q) est un espace de Hilbert muni du produit 
scalaire 


G, &)= (fgdz. (1) 

Q 
4.16. Le sous-ensemble des fonctions f € ZL, (Q) orthogonales à des 
fonctions m,, .- . ., A de L, (Q) constitue un sous-espace de Z, (Q). 


Soit p (x) une fonction positive continue définie dans Q (fonction de poids). 
Notons L:,p (Q) l’ensemble des fonctions f (x) mesurables dans Q telles que 


pIf*|€ Zi (Q). 


4.17. Montrer que L.,, (Q) est un espace hilbertien avec le pro- 
duit scalaire 


G, 8)= | pig az. (2) 
Q 
4.18. Démontrer que 
a) L, (Q)€ L:,, (Q) si p (x) est bornée dans ©, 
b) La 5 (QC L:(Q) si pb) >po>0 dans ©. 
4.19. Etablir l’orthogonalité dans Z, (0, 2x) du système trigono- 
métrique 1, sin x, cos x, sin 2x, cos 27, ... 
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4.20. Démontrer que les systèmes des fonctions sin (r + o.) z, 


n = 1, 2,..., et cos (r + 5) z, n = 1, 2, ..., sont orthogo- 
naux dans Z, (0, x). 
4.21. Démontrer que les polynômes de Legendre 


1 Mm+T dr : 
Ph = y SE Th [(&2—1)"], n=0, 1, 2, ..., 


forment un système orthonormé dans L, (—1, 1). 
4.22. Démontrer que le système de fonctions 


T, (=) À cosn (arccos z), n =0, 1,2, ..., 
est un système de polynômes (de Tchebycheff) orthonormé dans 
L 1 (—1, 
FA | 
4.23. Démontrer que le système de fonctions 


HA (x) =(—1)"e 


dn 
Tr e-x3, n—0, À, 


est un système de polynômes (de Hermite) orthogonal dans 
a,e—X2 (—0o, co). 

4.24. Montrer l’orthogonalité dans Z, (0, 1) des fonctions pro- 

pres (correspondant à des valeurs propres distinctes) de l'opérateur 


— _. défini sur C?((0, 1))NC2([0, 1]) pour les conditions aux 
limites (hu — u,)|.-9 = u |x-1 = 0, k constant. 

4.25. Montrer l'orthogonalité dans L, (Q) des fonctions propres 
(correspondant à des valeurs propres distinctes) de l'opérateur —A 
défini sur fE C? (Q@)NC : (Q) avec la condition aux limites u [r = 0 

u ( + g (x) u)| = 0, g appartenant à C (F). 


4.26. Soit p EC (Q), p (x) > po > 0. Montrer que les fonctions 
propres (correspondant à des valeurs propres distinctes) de l’opéra- 


teur — A défini sur C?(@)fNC1(Q) avec les conditions aux 


limites de l'exercice 4.25 sont orthogonales dans L:, , (Q). 

4.27. Soit p € C* [0, 1],gaEC[0, 11, pEC [0, 1j,p (x) > po > 
> 0. Montrer l’ orthogonalité dans L:,, (0, 1) des fonctions STODrES 
(correspondant à des valeurs propres distinctes) de l'opérateur 


_ | p () = lt (x) défini sur C? ((0, 1))} C2 ([0, 1]) pour 
les conditions aux limites u, |x-0 = 0, (u, + Hu) |, = 0 
(H étant constant). 
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4.28. Soit p EC! (Q),g EC (Q), p EC (Q), p (&) > po > 0. Mon- 
trer que les fonctions propres (correspondant à des valeurs propres 
distinctes) de l'opérateur — De div (p grad) + g(x) défini sur 
C® (Q) n C!(Q) avec les conditions aux limites de l'exercice 4.25 
sont orthogonales dans L,, , (Q). 

4.29. Montrer que les solutions € C? (Q) f] C!:(Q) dans Q de 
l'équation Au = 0 qui satisfont pour divers À à la condition aux 


limites (+ + au )|. — 0 sont orthogonales dans Z, (T). 


4.30. Montrer que la suite sin kx, k = 1, 2, ..., converge 
faiblement vers zéro dans Z, (0, 2x) et ne converge pas pour la 
norme de ce dernier. 

Démontrer les assertions 4.31 à 4.39: 

4.31. Si une suite f, (x), n—=1, 2, ..., de fonctions € L, (Q) 
converge vers f (x) selon la norme de L, (Q), elle converge faiblement 


vers f (x). 
4.32. Si une suite f, (x), n = 1, 2, , de fonctions de Z, (Q) 
converge vers f (x) selon la norme de Z, Q), alors | În dx —+ | f dx, 


Q Q 
n— oo (Q étant borné). 


4.33. Si u EL: (Q), k—=1,2,...,et si la série D u, (x) 
i 
converge vers u (x) pour la norme de L, (Q), alors Ÿ Ju dr = 
k=1 Q 
= | u dx (Q étant borné). 


Q _— 
4.34. Si une suite f, (x), n = 1, 2, ..., de fonctions € C (Q) 
converge vers f (x) uniformément dans @, elle converge pour la nor- 


me de Z, (Q). 

4.35. Si une suite f, (x), r = 1, 2, , de fonctions de L, (Q) 
converge faiblement vers f(x) € L, (Q), la suite de normes 
Il fn (x) Iraor 2 = 1, 2, ..., est bornée. 

.36. Si une suite fa (2), n = À, 2, , de fonctions de Z, (Q) 


converge faiblement vers f(x) € L, (Q) et I fn @) I — 1 f (x) Il 
pour » tendant vers l'infini, cette suite converge vers f(x) pour la 


norme de L, (Q). 
4.37. Toute fonction f (x) € L. (Q) vérifie l'inégalité de Bessel 


D [AR P<IfIP, 
k=1 


fn, k = 1, 2, ..., étant les coefficients de Fourier de la fonction 
f par rapport au système orthonormé e,, &, ... 
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4.38. Tout système orthonormé e,, ..., ex, ... dans ZL, (Q) 
converge faiblement vers 0 et ne converge pas pour la norme de Z, (Q). 
4.39. Quelle que soit f € le (Q), 


min |/- DEC ETES À fer | 


4" °°°” Can 


(i.e. la n-ième somme partielle de la série de Fourier approche au 
mieux f (x) dans Z, (Q)). 

4.40. Trouver le polynôme du second degré qui approche au mieux 
dans L, (—1, 1) la fonction a) zx*, b) sin nz, c) |x |. 

4.41. Trouver le polynôme trigonométrique du premier degré 
qui approche au mieux dans ZL,(—x7, x) la fonction a) |zx |, 
b) sin . . 

&.42. Trouver le polynôme du premier degré qui approche au 
mieux dans Z, (Q;) la fonction x? — x°, où Q; est a) le cercle x? + 
+ z5 << 1, b) le carré 0 x,, ze 1. 

4.43. Etablir la complétude dans ZL, (Q) des systèmes: 

a) sin kxz, k = 1, 2,  Q— 10, ai 

b) sin (24 + 1)z, k = 0, 1, , Q = [0, x/21]. 

Démontrer les assertions 4.44 à 4.50: 

4.44. Les polynômes de Legendre (Exercice 4.21) et les polynô- 
mes de Tchebycheff (Exercice 4.22) forment des bases orthonormées 
de L, (—1, 1) et Le, sy 1-5 (—1, 1) respectivement. 

4.45. Pour qu'un système: Cyr €2, - . . Orthonormé dans Z, (Q) 
soit une base orthonormée de L, (Q), il faut et il suffit que toute fonc- 
tion f € L, (Q) vérifie l'égalité de Parseval-Stekloff 


IfIÈ= APE 


b 
4.46. Si fE L: (a, b) et À zh f (a) de = 0 pour k = 0, 1, 


alors f (x) = O0 presque partout sur (a b). 
4.47. Si j € L, (Q)et | 1% f (x) dx = 0 pour tous les &, |& | = 


Q 
= 0, 1, ..., alors f(x) = O0 p.p. dans (. 
4.48. Si fr et £», k = 1, 2, ..., sont les coefficients de Fourier 


des fonctions f, g € L, (Q) par rapport à une base orthonormée, 
alors 


(=D fine 


4.49. Tout système orthonormé e;,, e:, . . ., e, est linéairement 
indépendant. 


&—01026 


50 ESPACES FONCTIONNELS ET ÉQUATIONS INTÊÉGRALES (CH. I 


4.50. Pour qu’un système de fonctions @,, . . ., p, de L, (Q) soit 
linéairement indépendant, il faut et il suffit que le déterminant de 
Gram det || (p;, pi) ||, à, j = 1, ..., n, soit différent de zéro. 


Soit Pis --., P, un système libre de fonctions € Z, (Q) (resp. L2,, (Q)). 

Pi 
| Il Ps. 
de façon que la fonction e; — cie, + c:4, soit normée et orthogonale dans La (Q) 
(resp. L:,, (Q)) à la fonction e,, . .., et ainsi de suite. Les fonctions e;, ... 
<.. En étant construites, nous rechercherons e, sous la forme e, — Pie, + 
+ Dors +... + Ba-ren-1 + BnPn avec des constantes f,, . .., B, telles que 
en Soit normée et orthogonale à e;, ..., e1_1. Ce procédé d'orthonormalisation 
du système , (x), . . ., ®, (x) s'appelle méthode de Gram-Schmidt. 


La fonction e, (x) est définie par e, — . Choisissons les constantes c, et ca 


4.51.Expliciter les fonctions e4, # = 1, 2, ..., n, à l’aide des 
fonctions @, . - .; Pn- 

4.52. Moyennant la méthode de Gram-Schmidt, orthonormer 
dans L:; , (Q) les suites fonctionnelles suivantes après avoir établi 
leur indépendance linéaire : 


a) 1, x, 2°, x° (p= 1, Q=(—1, +1)), 
b) 1—x, 142, 1+2° (p=1, Q=(—1, +1)), 
c) sin?nx, À, cos xx (p= 1, Q=(—1, +1)), 
d) 1, x, x? (p= e-x, Q=(0, c)), 

e) 1, x, 2° (p— e-*/?, Q—=(— oo, + 00)), 
f) 1,x, E=Vi—2, Q=(—1, 1), 

g) 1,x, # (= : Q=(—1, 1). 


4.53. Montrer que par l'orthonormalisation de Gram-Schmidt 


du système 1, x, r°,... dans le produit scalaire (f, g) — | 
0 


on obtient une base orthonormée de l’espace L, 1 (—1, 1) for- 


Îg 
V'1—7° 


V T-x 
mée de polynômes de Tchebycheff 7, (x), nr = 1, 2, ... 
4.54. Orthonormer le système de polynômes 1, x,;, zx, dans le 
cercle |zx |<<1 par rapport au produit scalaire 


(u, v) = uv dx. 
Ix|<1 


4.55. Orthonormer le système de polynômes 1, x;, z°, x, dans la 
boule [x |L1, x = (x;,, x, x3), pour le produit scalaire 


(u, v) = | uv dz. 
Ix1< 1 
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4.56. Notons ZL:(—oo, oc) l'ensemble des fonctions 
1 (x) € Lo, 1oc (— ©, oo) qui admettent une limite finie 
k 


lim + | | f (* dx. Montrer que L; (—o, co) est un espace de Hil- 
= k 


k— 00 


bert muni du produit scalaire 
k 
. 1 — 
(f, 8)=lim- | fear. 
R— 00 k 


4.57. Montrer que le système de fonctions eï**, & étant un nom- 
bre réel quelconque, est un système orthonormé dans L, (—o, ) 
(voir Exercice précédent). 


3. Espaces de Hilbert de fonctions dérivables. Soit Q un domaine borné 
de frontière T régulière par morceaux de l'espace R". Soit encore le multi-indice 
a = (&, .-.., &n) (voir Notations et définitions principales). Une fonction 


J@ € Li,1oc (Q) s'appelle dérivée généralisée d'ordre œ d’une fonction 
Î En. loc (Q) si toute fonction g € C!%! (@) à support borné dans Q vérifie l'éga- 
ité *) 


| fD%g dz = (—1)4 | fe dr. (1) 
Q Q 

Si fe Cl (Q), la dérivée généralisée f(®) (z) existe et f(®) (x) — D (zx) p.p. 
Aussi, dans la suite, {(®) (x) sera-t-elle notée D°f. 


Un ensemble des fonctions (nous les supposerons réelles) f € L, (Q) dont 
toutes les dérivées généralisées jusqu'à l'ordre 4 inclus appartiennent à L, (Q) 
constitue l'espace de Sobolev H' (Q). H* (Q) est un espace hilbertien que l'on 
peut munir du produit scalaire 


(f, o= | ( N pente) ar (2) 
Q  Ial<k 


et de la norme associée 


1/2 
_— Aro 
ln = Li (2 10%) &]". (2) 
Q  lal<k 
Lorsque k — 0, l'espace H (Q) coïncide avec L, (Q) (H° (Q) — L, (Q)). 
Si la frontière l est suffisamment régulière, H* (Q) est le complété de C# (Q) par 
rapport à la norme (2) 


Soit fE H'(Q) et f ..., f une suite de fonctions € C! (Q) convergente 
vers f (x) pour la norme de /J1 (Q). Pour toute surface S (n — 1)-dimensionnelle 
régulière (formée d’un nombre fini de morceaux dont chacun est projeté d’une 


facon unique sur un plan de coordonnées) dans Q il existe alors une constante 
c > 0 indépendante de f (x) et fy (x), k = 1, 2, . . ., telle que 


| | fn — fm |° ds K C || fr — fm lo 
S 


*) La définition plus générale est donnée dans V. Vladimirov, Equations 
de la physique mathématique, Ed. Naouka, 1971 (en russe). 


4% 
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Cette inégalité et la complétude de Z, (Q) entraînent que la suite de traces 
des fonctions /f, (r):sur S converge vers une fonction g € L; (S) pour la norme de 
La (S). La fonction g (x) ne dépend pas du choix dela suite approchant f (x). 


Elle s'appelle la=trace de f (x) sur la surface S Q et se dénote f | s. 


On notera 1 (Q) l’ensemble des fonctions € H} (Q) telles que leur trace sur 
la frontière T soit nulle presque partout sur l. On l'obtient par complétion pour 
la norme (2’), où 4 — 1, d’un ensemble des fonctions possédant dans Q des dé- 
rivées partielles premières continues et s’annulant sur Tr. 

Etant donné'f € Z,; (Q), la convolution 


fn = | &n(|z—y ) f (y) du, 


Q 
où on (| z — y | ) est le noyau médiateur (voir Notations et définitions princi- 
pales), s'appelle fonction moyenne de f | 
Soit = y), i = 1, ...,n, y = (y, + «+, Yn), Une bijection k fois 


continüment dérivable dans @ de Q sur Q’ de jacobien non nul dans Q. Sif€ 
€ Hh (Q), on a alors 
F (y) = f (qu (y), - - + Pn (y)) € HA (Q"). 

Deux produits scalaires ‘(u, v)r et (u, v)rr et les normes associées || u ||r 
et || u |Irr sont équivalents dans un espace de Hilbert H, s'il existe des constantes 
c, > Oet cs > 0 telles que tout u € H vérifie les inégalités c, [lu Ir Il u Ir K 
< Ce lu Îlr: 

4.58. Etablir qu'une dérivée généralisée mixte est indépendante 
de l’ordre de dérivation. 

4.59. Montrer que l'existence de la dérivée généralisée D 
n'implique pas celle de D’f pour a <a, i=1,...,n, | @ | < 
< | |. 

Indication. Examiner la fonction f(x, xs) = f1 (21) + fa (z2)o Où fs (xs) 
ne possèdent pas de dérivée généralisée première. 


4.60. Montrer que si une fonction f (x) admet la dérivée générali- 
sée D2f dans un domaine @, elle l'admet dans tout Q"€ Q. 

4.61. Soient f(x) une fonction définie dans @, et y possédant 
D f,, et f, (x) une fonction définie dans @, et y possédant Def. 
Démontrer que si @, U @, est un domaine et que f, (x) = f, (x) pour 


zx EQ:N@:, la fonction 
fa (x), TE Qs, 


= | fa (x), TE On, 


admet D°f dans Q, U @:, qui vaut Dtf, dans Q, et D‘f, dans Q2. 
4.62. Soit 
1 si ]z|<1, 2>0, 


Gr, = | A silrl<1, m<0. 
S'assurer que f(x, x.) possède des dérivées généralisées du pre- 


mier ordre dans chacun des demi-cercles et n’admet pas de dérivée 
généralisée par rapport à z, dans le cercle |x|< 1. 
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4.63. Démontrer les propriétés suivantes des fonctions moyennes1! 

a) fn € C® (R?), 

b) f, (x) convergent pour k — 0 vers f (x) dans L, (Q)sif € Le (Q), 

c) dans tout QC ©, pour À suffisamment petit, on a l'égalité 
(Def), = Df,, i.e. la dérivée généralisée d’une fonction moyenne 
est égale à la fonction moyenne d’une dérivée généralisée. 

Démontrer les assertions 4.64 à 4.72: 

4.64. Si une fonction f (x) possède dans Q une dérivée généralisée 
Def = w (x) et que cette dernière fonction ait une dérivée générali- 
sée Do, il existe une dérivée généralisée Da+$f. 

4.65. a) y — sg zx é H1(—1, 1), 

b) y — | z | € H1(—1, 1), mais y — | z | & H° (—1, 1). 

4.66. Si f € H1 (a, b) et la dérivée généralisée f’ (x) = 0, alors 
f(x) = const p.p 

4.67. Sif€ Hi (a, b), alors f (x) est équivalente sur [a, b] à une 
fonction continue. 


4.68. Si f (x) € H1 (—o0, æ), alors lim f (x) = 0. 


[x] 00 

4.69. Pour que f(x) EL, (0, 2x) appartienne à H*(0, 2x), 

il faut et il suffit que converge une suite numérique de terme géné. 
ral n°? (a? + b°), où 


2x 


a =+ | f(x) cos nzx dx, = | f(z)sinnrdz, n=0, 1, 
0 
Ceci étant, 
[| Ÿ IlÉnaço, 22) — = | (+9 drz=n D (k2+ 1) (ai + bf) + x (+). 
0 1 


4.70. La condition nécessaire et suffisante d'appartenance de 
fEL,(0, x) à H1(0, mr) est la convergence d'une série de terme 


général Ab}, b, = À à | f(x) sin kr dr. De plus 


Ile = P+ td + D (+ 1)0. 
0 1 


H1(0, 71) 


4.71. Toute f € H1 (0, x) vérifie l'inégalité (variante unidimen- 
sionnelle de l'inégalité de Stekloff) 


Î far < f'dz. 
0 0 


v% 
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4.72. Toute f € H1 (a, b) satisfait à 
b 


[ra b—a ) | f?dr. 


I 


fl 


4.73. Trouver une fonction j, (x) telle que l'inégalité de l'exercice 
4.71 devienne une égalité. Montrer que si f(x) cf, (x), c constant, 
on a pour f (x) une inégalité stricte. 

4.74. Démontrer que toute fonction f € H1(0, 2n) vérifie 


[rares + —— (Tree) 


4.75. Trouver une fonction f, € H1(0, 2x) telle que l'inégalité 
de l'exercice 4.74 devienne une égalité. Montrer que si f € H1 (0, 2x), 
Î(x) Æ cfo (x), où c est une constante, l'inégalité de l'exercice précé- 
dent est stricte pour f (x). 

4.76. Soit fEH'(Ix |<1), x = x |cosp, x, = |zx |sin q. 
Démontrer que 

2x 


lim | A(Izl o)dp=0. 
Ix}-1-0 + 
4.77. Soit fEHt(Ir|<<1), zx —|z|cosp, zx: =|z|sin, 


| f lixt=1 =h(p), 0Lp< 27. 
Démontrer que 


27 


lim [1k(m—f(Izl 9) Pdp=0. 
Ixi— —0 0 


4.78. Soit fEH1(0<z,, z: << 1). Démontrer l'égalité 
1 
| f? (z;, Lo) dx: = 0 (T2) Pour Zo —+ 0. 
0 


4.79. Soit z— (1, z:) —(p cos, psinœ) et supposons que 


f(2)=+ D p" (a cos kp + b, sin kp) 
Rk=1 


appartient à H'(|r|<<1). Exprimer par a,, b, l'intégrale 
| (igraafP +11 dr. 


p<1 
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4.80. Soit 


Ÿ (p) = +. + D (a, cos kp + b, sin kqp) 
1 


et >, k(aË + bi) << co. Démontrer l'existence d'une fonction f(p, ®) € 

hi — 
EHt(|x|<1) telle que 

Î lo=1 = Ÿ (@). 

4.81. Pour quels & la fonction ÿŸ — | x |-%sin | x | est-elle dans 
H? (1x 1<1), z = (x, x)? 

4.82. Démontrer que [zx [(Izx®—1)EH1(Ix|<1), x = 
= (21, To, Ta). . 

4.83. Pour quelles valeurs de & la fonction f = |zx |-%e*:-*2 
appartient-elle à H1(|z |L1Â),z = (x, , ze, ta)? 


4.84. Soit f(x, re) = > a, sin kre-k®e, OL LT, ze > 0. 
ï 


Pour quels a, la fonction f appartient-elle à H1(0<zx, < x, 
Te >> 0)? 

4.85. Soit fEHt(Iz |<1),z = (x, ze, ..., mn), n > 2. 

La fonction f (x) est-elle forcément équivalente à une fonction 
continue dans la boule | x | < 1 (cf. le résultat de l'exercice 4.67)? 

Démontrer les assertions 4.86 à 4.90: 

4.86. Si fEH'(Qjet f(x) = const p.p. dans QC Q, alors 
grad f = 0 p.p. dans Q”. 

4.87. Si f € H1(Q) et | grad f | = 0 p.p. dans ©, alors f (x) — 
— const p.p. dans Q. 


4.88. Etant donné f € H1 (Q),g E H1(Q},tousles i = 1,2,... 
..., n vérifient la formule 


| fender = — | js. dr 
Q Q 


(formule d'intégration par parties). 
4.89. Si f € H'(Q)et g E H1 (Q),on a pour tous les i =1,2,...,n 


| fx, dr = — À gfx, dx + | fg cos (nx;) ds, 
Q Q r 
où l’on a, sous le dernier signe d'intégration, les traces de f et gsur T. 
4.90. H!(G) est un sous-espace de H1 (Q). 


Supposons qu'une fonction f € Z, (Q) est prolongée par, exemple par zéro 

en dehors de Q. On appellera rapport aux différences finies en x3, i = 1, 2 

f = f (rt …. zi+h, …. Zn) — Î (x) 
h 


L] e ee ee 


-.…, 7, pour f (x), une fonction 6} 
nant à L, (Q) lorsque À + 0. 


apparte- 
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Démontrer les assertions 4.91 à 4.96: 

4.91. Toute fonction f € L, (a, b) à support borné sur (a, b) et 
toute fonction g € L, (a, b) vérifient, pour | k | suffisamment petits, 
la formule d'’« intégration par parties » 


(6"f, g) = — (, 8-"g), i—1,2,...,n. 


4.92. Pour | k | =£ 0 suffisamment petits, une fonction f € L, (Q) 
arbitraire à support borné dans Q et une fonction g € L, (Q) quelcon- 
que satisfont à la formule d’« intégration par parties » 


(65 f, 8) = — (f; Ge), i = 1, 2, . -.s N. 


4.93. Si une fonction f à support borné sur (a, b) est dans 
A (à b), alors, lorsque k — 0, 6" f (x) —+ f’ (x) pour la norme de 

a, b). 
AT Si pour une fonction f € L, (a, b) à support borné sur (a, b), 
lorsque À —+ 0, 6"f — f (x) pour la norme de L, (a, b), alors f (x) 
appartient à H1(a, b) et f (x) est une dérivée généralisée de f (x). 

4.95. Si une fonction f € L, (Q) à support borné dans Q possède 
une dérivée généralisée fx, € L, (a, b) pour un certain ài = 1, 
2, ..., n,alors, lorsque À tend vers zéro, Ô}f —+ fx, Pour la norme 
de Z, (Q). 

4.96. Si une fonction f à support borné dans Q appartient à L, (Q) 


et si, quand k —+ 0, 6*f —+ f, (x) en norme de ZL, (Q) pour un certain 
i — 1, 2,...,n, f (x) a alors dans Q une dérivée généralisée par 


rapport à x, qui coïncide avec j, (x). 
4.97. Utiliser le résultat de l'exercice 4.71 et démontrer que les 
produits scalaires 


G, gx= | (fe+fe)dz, 
() 


(f, 8) = | j'g" dx 
0 


sont équivalents dans l’espace H1(0, x). 
4.98. Démontrer moyennant le résultat 4.74 que les produits 
scalaires 


27 
G, gn= | (g+j'e)dz, 
en 2x 2X 


(, ou= | fe a+ (| f dx) (] eds) 


sont équivalents dans l’espace HT (0, 2x). 
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4.99. L'ensemble À! (0, 2n) de fonctions f € H* (0, 2x) telles 
27 
que | f (x) dx = 0 est un sous-espace de HT (0, 2x). Montrer que 


0 
dans HT? (0, 2x) le produit scalaire peut être défini par 
2x 
(7, ET 2%) — | f'£g dx. 
0 


4.100. Soit p (x) E C (Q) et pr) > pE> 0. Montrer que la for- 
mule 


(f, gn=\pfeds, jf, 8€L:(Q), 
Q 


définit un produit scalaire dans L, (Q)"équivalent au produit scalaire 
| fe dx. 


e _ _ 

4.101. Soit pE C (Q); p (:) 0 dans Q Xfr° et p (x°) —0, avec 
z° un point de Q. La formule (f, g)r de l’exercice 4.100 définit alors 
un produit scalaire dans L, (Q) non équivalent au produit scalaire 


| fg dx. 


Q 
4.102. Soit p EC (ON x°), où z° est un point de @, et p (x) >0 
pour EQN x, p (x) —+ oo lorsque z—+ xt, x EQ. Montrer qu’on 


peut munir L;,, , (Q) d'un produit scalaire | Îg dx non équivalent aw 
Q 


produit scalaire | p fe dr. 
Q 
4.103. Soit fEH1(Iz|<1), z= (x, x) et f(x) lxy=1 = 


—=hk(p), x = [zx |cos p, zx = | zx | sin @. Démontrer qu'il existe 
une constante c > 0 indépendante de la fonction f (x) telle que 


[| farce [Prades j Igred fifde]. 


Ix| <1 


4.104. Démontrer l'existence d’une constante c >> O0 telle que 
toute f € 1 (Q) vérifie l'inégalité de Stekloff 


| Pdz<c | |grad f Paz. 
Q Q 
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4.105. Montrer que | (grad }, grad g) dx définit un produit sca- 
Q 
laire dans À1(Q) équivalent à 


| [fg + (grad f, grad g)] dr. 
Q 
4.106. Soit p, ga EC(Q), p(x) > po > 0, g(x) >0. Démontrer 
que les produits scalaires dans H1 (Q) 


G, 8)= | Ug+(grad f, graë )] dx 
Q 
et 


(f, g)1 = | [gfg + p(grad f, grad g)] dx 
Q 


sont équivalents. 

4.107. Soient pis, pij (x) = pa (x), à, j = 1, 2, ..., nr et q, 
des fonctions réelles appartenant à C (0), g 0, toutes les z € Q 
et tous les vecteurs réels £ — (E,, . .., £,) € R" vérifiant l'inégalité 


n 


on E 
D PE >r > $ 


où Yo > 0 est constant. 
Démontrer qu’on peut définir dans H1 (Q) le produit scalaire 


G, ex=\ ( > Pufe8s;+afe) dx, 


Q i,j=1 
équivalent au produit scalaire 


(, 8)= | 1fe+(grad j, grad g)] dr. 
Q 


4.108. Soit p, gEC (0), pt > Po>0, g(x) > go > 0. Les 
produits scalaires définis dans H1 (@ÿr par 


(f, 8) = | [fg + (grad f, grad g)] dx, 
Q 


(f, gh = | [gfg + p(grad f, grad g)] dx 
Q 


sont alors équivalents. 
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En résolvant les exercices 4.109, 4.113, 4.114, 4.118 il serait utile de se 
servir du /héorème suivant: pour qu’un ensemble MC H\(Q) soit compact dans 
L: (Q), il suffit que M soit borné en norme de I! (Q), i.e. qu'il existe une constante 
c > 0 telle que || u || H1(Q) SC Pour tous les u € M. (La compacité de M dans 
L, signifie que de toute suite infinie d'éléments de 4 on peut extraire une sous- 
suite qui est de Cauchy dans Z..) 

4.109. Soit x° un point quelconque de Q et U—=QNUi(x,7r) 
pour un certain r > 0. Démontrer qu'il existe une constante c > 0 
telle que toutes les f € H* (Q) vérifient l'inégalité 


À par<c|| |grad fPdr+ | far |. 
Q Q U 


4.110. Moyennant le résultat 4.108 montrer que les produits sca- 
laires dans A1 (Q) 


(f, gr = | [fg + (grad f, grad g)] dr, 


Q 
G u= | tafg+ p (grad j, grad g)] dr 
Q 


sont équivalents si p (x) et g (x) continues dans Q sont telles que 
P >Po>0, g(x) 0 et g(x) 0 dans Q. 
4.111. Soit, sous l'hypothèse 4.107, q (x) > go >> 0. L'expression 


LUZ Pufugs+ aie) dz 
Q i,j=1 

peut alors être prise pour produit scalaire dans H1 (Q); de plus, ce 
produit est équivalent à 


| Igrad , grad 8) + feldz. 
Q 


4.112. Si, dans l'exercice 4.107, g (x) > 0 dans Q et g (x) 0 
dans @, on peut prendre 


| ( » Pufs:8s; +918 ) dx 

Q i,j=i 
pour produit scalaire dans HT? (Q) qui est de plus équivalent au pro- 
duit scalaire 

\ [fg + (grad f, grad g)] dz. 

Q 


4.113. Montrer qu'il existe une constante c >> 0 telle que pour 
toute f € H1 (Q) on ait l'inégalité 


| frdz<c| | |grad Pdz+ | Ads]. 


Q Q r 
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4.114. Soit x° un point sur let U = l'AU (x, r) pour un cer- 
tain r > 0. Démontrer l'existence d’une constante c >> 0 telle que 
toutes les jf € HT? (Q) satisfont à 


| rar<c| [ |grad j Pdr+ | fds |. 
Q Q à) 


4.115. Démontrer que si o € C (T) et o (x) > 0, l'expression 
G 8h= | (grad j, grade) d:+ | ofgas 
Q r 


définit dans H1 (Q) un produit scalaire qui est équivalent au produit 
scalaire 


(f, 8)= | te + (grad f, grad g)) dr. 
Q 


4.116. Démontrer que si o EC (l), o (x) > 0, © (x) 5 0, on dé- 
finit dans A1 (Q) le produit scalaire 


G, 8x = | (rad f, grad g) dr + | ofe ds, 
Q r 


équivalent au produit scalaire 


(f, g) = | [Je+ (grad f, grad g)] dx. 
Q 
41417. Soit pEC (Q), aEC(Q), oECT), PH>Z>Pr>0, 
g (x) 0 dans ©, 0 (x) > 0 sur l' ou bien g (x) 3€ 0, ou bien © (x) 5 
Æ 0. Alors les produits scalaires dans H1 (Q) 
(, 8x = | [p (grad f, grad g) + gfg] dx + | of gds 
Q r 


G, 8)= | Lfg+(grad f, graû g)1d 
Q 


sont équivalents. 
4.118. Montrer qu'il existe une constante c supérieure à 0 telle 
que toute fonction f € H1(Q) vérifie l’inégalité suivante 


Paz<c|( je) +] |grad f dr | 


(inégalité de Poincaré). 
4.119. Utiliser le résultat 4.118 pour montrer l’équivalence des 
produits scalaires 


(G, 8)= | lfe+(grad f, grad g)l az 
Q 
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et 


(f, £)1 = | (grad f, grad g) dz+ | jaz. | g dx 
Q Q 
dans l'espace H1 (Q). ‘ 


4.120. Montrer que l’ensemble H1(Q) de fonctions f € H1(Q) 
telles que | f dx = 0 est un sous-espace de A1 (Q). 


Q _ 
4.121. Montrer qu'on peut définir dans le sous-espace H1 (Q) 
le produit scalaire (f, g)r — | (grad jf, grad g) dx équivalent au 


produit scalaire 
(f, = | [fg + (grad f, grad g)] dx. 
Q 


Réponses 
4.9. Per 4.10. Re 

2 
4.40. a) 2, b) 7x, c) == = ++. 


Ta 4 8 . 
4.41. a) D 7 C0 T, b) 3x °!" Te 
4.42. a) O, b) zi—ze. 
n- 1 
Pa — » CR (Pr eh) 
AS. En = — 5 ———— . 
| Pn — 2 Eh (Pns En) | 
4.52. a) Po, 2" Pa, P:, où P, sont des pe de Legendre (voir 


4.21),  b) » V5 æz(z+1), 2 ——— (2 — 2r em 51 + 5r), 

C) TE sin? 7, V5. sin a+ , CoSrr, d) 4, z—1, inst, 

e) 12  —— , #1, f) Qos Qi» Q2s Où On (x) sont des polynômes de 
V2n V2r V2V2r 


Tchebycheff de deuxième espèce, g) Tor Ts T2e Où Th (x) sont des “polynômes 
de Tchebycheff (voir 4.21). 


4.54 1 2z1 272. ps 3 Via V/ 15% 
Rs ER Vz Vra 2Vrn' 2Vzn ” 2Vzx ! 
V5. 
2V x 
4.73. sinz. 4.75. 4 481. a 0. 483 ac. 


2 
4.84. ÿ k (a? HD?) < 00. 
1 
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$ 5. Equations intégrales 
Une équation, à une inconnue œ (x) dans G & RM, de la forme 


GU)=À | SE (ze y) pu) dy + f (æ), (1) 
G 


est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm (de seconde espèce). 
Les fonctions connues cÆ” (r, y) et f(x) sont respectivement le noyau et le 
terme constant de l'équation intégrale (1): À est un paramètre complexe. 
L'équation 


pU)=A | (en et dy (2) 
G 


s'appelle équation intégale homogène correspondant à l'équation (1), l’équa- 
tion intégrale 


= [or nt à (3) 
G 


(où Æ* (x, y) — SZ (y, z)) est dite associée à (2) et le noyau Æ'* (x, y) hermi- 
tien adjoint du noyau Æ (rx, y). | 
Les équations (1)-(3) s'écrivent parfois sous forme opératorielle 


p=ÀAKp+f, p=AKp, 1% = AK“, 


avec les opérateurs intégraux X et ÆX®* définis par les noyaux © (x, y) et 
A (x, y) respectivement, i.e. 


Kg=— | A (x, y) & (y) dy, kte= | DC* (x, y) g (y) dy. 
G G 

Si pour une certaine valeur À — À du paramètre, l'équation intégrale ho- 
mogène (2) admet des solutions non nulles € Z, (G), la quantité À, s'appelle va- 
leur caractéristique du noyau cÆ£ (x, y) (de l'équation intégrale (2)), et les solutions 
correspondantes de (2) fonctions propres de Æ (x, y). 

On appelle ordre de multiplicité de la valeur caractéristique À, le nombre le 
plus grand de fonctions propres linéairement indépendantes correspondant à À. 

Nous allons supposer que dans l'équation (1) le domaine G est borné dans 


R", que la fonction f est continue sur G et que le noyau # (x, y) l’est sur G X G. 
Dans les exercices 5.5 à 5.7 on utilise les notations suivantes: 


M= max | (x, y) |, e= | dy. 
xEG, vEG G 
5.1. Montrer que l'opérateur intégral À à noyau &# (x, y) est 
borné de L, (G) dans Z, (G) si 
| |Æ (x, y)? dx dy = < 00. 
GXG 


5.2. Montrer que l'opérateur intégral À à noyau €Æ (x, y) con- 
tinu est nul dans Z, (G) si et seulement si 


Z (x, y) =0, zEG, yEG. 


$ 5] EQUATIONS INTEGRALES 63 


5.3. Supposons que le noyau € (x, y) de l'équation intégrale 
(1) appartienne à L, (G X G). Démontrer la convergence de la mé- 
thode des approximations successives pour toute fonction f € L, (G} 


si |A | << _ (avec la constante c de l'exercice 5.1). 


5.4. Soit À un opérateur intégral à noyau continu. Démontrer 
que les opérateurs KP — K (KPr-1), p = 2, 3, ..., sont des opé- 
rateurs intégraux à noyaux €, (x, y) continu set que ceux-ci véri- 
fient les relations 


Le, = | SE (x D pu (E, y) dE. 
G 


5.5. Montrer que les noyaux €’, (x, y) introduits dans l'exercice 
précédent (il s'agit des noyaux itérés de &#° (x, y)) vérifient les inéga- 
lités 

[Æ'p (x, Y)I<MPuP 1, p=1, 2, ... 

5.6. Montrer que la série 


à NT m+1 (x, y), zE G, y € G, 


converge dans le cercle | À | < _ et que sa somme Ÿ (x, y; À) (le 
noyau résolvant ou la résolvante relative au noyau &Æ (x, y)) est con- 


tinue dans G x G X U ; et analytique en À dans | À | < TH 
Mo 


Montrer de plus que pour |A | << _ l'équation intégrale (1) 


admet une solution unique dans la classe C (G), laquelle pour toute 


fEC(G) est représentée, moyennant la résolvante ® (x, y: À), 
par la formule 


pÜr)=f(a)+à [2 vi À) (dy. 
G 


5.7. Montrer que la résolvante % (x, y; À) (voir exercice 5.6} 
relative au noyau continu éÆ (x, y) vérifie, pour | À | < _. , Chacune 
des équations ci-dessous: 


a) a vi = A | (a DA vi A) dE (x, y), 
G 


b) Ar, y; Aj=a À éf(E, y) #7 (2, E5 A) dE+6f (a, y), 
G 


c) PEN (sg (er, E; A)Z(E, y: À)de. 


G 
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;  Dans'les exercices 5.8 à 5.13 on considère des équations intégrales de la 
orme 


8 
Ê 6 te à pt ar (2 (4) 
0 


æ 
p(z)= À Î SE (æ, v) pu) dy + f(x), (5) 
0 


appelées équations intégrales de Volterra de première et de seconde espèceirespec- 
tivement. 


5.8. Supposons remplies les conditions suivantes: 

a) les fonctions &Æ (x, y) et Æ, (x, y) sont continues dans le do- 
maine 0<Iz<Y<a, 

b) Æ (x, x) 5 Ô pour tous les x, 

c) f E CT (0, aj) et f (0) = 0. 

Démontrer que dans ces conditions l'équation (4) est équivalente 
à l'équation (5) écrite comme suit: 


X 
"(2 A x (2 
Peer) Fes PU) de 
0 


3.9. Montrer que l’équation différentielle 
y09) + a (x) y +... +a (x y=F(x) 


à coefficients continus a; (x) (i = 1, 2; ., nr) est équivalente, 
pour les conditions initiales y (0) — Co y (O ) = C;, ..., y®D (0) = 
= C,-1, à l'équation intégrale (5), où 
7 — y}\m-1 
(2, 7)= D} am (9) EE 
Mai 


f(x) =F(e)— Crest) — (Cnnst + Cns) de (x) — 
.…..— (Cour + .…. + Cir + Co) &n (x). 


9.10. Soit Æ EC (x > 0), Æ (x) = 0 lorsque x << 0. Démontrer 
que la distribution 


B(z)=6(2)+2 (x), où F7= D Late... 
M 
m fois 
est solution fondamentale de l'opérateur de Volterra de seconde 
espèce à noyau é&Æ (x, y) (voir (5)), i.e. 


B—X «8 = 0. 
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Montrer que la série pour % (x) converge alors uniformément dans 

chaque intervalle fini et satisfait à l'équation intégrale de Volterra 
X 


À (x) = | ÆX (z—y)R(Y)dy+Æ (x), z>O (la fonction 


0 
ÿ? (x — y) est la résolvante pour le noyau &Æ (x — y) lorsque À = Î). 
5.11. Trouver la résolvante de l'équation intégrale de Volterra 
(5) à noyau €Æ (x, y) suivant: 
1. Æ (x, y) = 1. 2. Æ (x, y) = x — y. 
5.12. Résoudre les équations intégrales 


bb 


.pia)=z+ | (y—2)@)dy, 
0 


.pt=1+à | (2-7) pu), 
. 0 


[ 


3. pa =À | (y) pt dy+2. 
0 


5.13. Montrer que si gEC'(x22>0), g(0)=0,0<a<îi 
alors la fonction 


x 
__ sinar g’ (y) 
fa = EE du 


vérifie l'équation intégrale d'Abel 


| IQ Gr g(x). 


, ww 


Dans les exercices 5.14 à 5.30 le noyau & (zx, y) de l'équation intégrale est 
dégénéré, c’est-à-dire qu'il est de la forme 


N 
SC (x, y) = ÿ Îm (2) 8m (y), 
Mæi 


OÙ fm (z) et Em (y) (m = 1, 2, ..., N) sont continues dans’'le ‘carré’a < x, 
y << b et linéairement indépendantes. 
L'équation (1) s'écrit alors 
N 
PR)=f(r) + Ÿ cnfm(z), 
mn 
avec les inconnues c,, définies à partir d'un système d'équations algébriques. 


5.14. Résoudre l'équation intégrale 
1 
p(z)=àÀ | Æ (x, y) p(y) dy + f(x) 
0 
5—01028 
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si 
1. Æ(z, y)—z—1, Î(x)=7z; 
2. (x, y) = 2e" Y, {(x)=e"; 
3. Ar, y)=xz+y—2xy, f(r)=r+r. 
5.15. Résoudre l'équation intégrale 


1 
pa)=a À 6 (, y) ou) dy + f(x) 
1 


si 
1. Æ'(x, y)=zy + 2°y?, f(x)=r?+xt; 
2. Æ(x, y)=xrs+ys, {(æ)=1 — 62? ; 
3. Æ (x, y)—= rt + 5ry, f(x)=r?— xt; 
4. A (x, y) = 2xy* + 5r2y?, f(x) = 7x +3; 
9. A (TI, y)—=2—zy, f(x)=2 +; 


6. Æ' (x, y)—5+41y—3r2— y + In, f(x) =2. 
5.16. Résoudre l'équation intégrale 


TT 


pa)=A | (x, y) pH) a+ f(x) 
0 


si 
1. (x, y)=sin(2rz+ y), f(z)=n— 27; 
2. Æ' (x, y)—sin(z—2y), f(x) = cos 2x; 
3. Æ (x, y)—cos(2r + y), f(x)=sinz; 
4. & (x, y)—=sin(3z +y), f(z)=cosz; 
5. &'(z, y)=siny+ycosx, 1(@=1—-Æ ; 
6. Æ (x, y) — cos (x — y), f(x) =1 + cos 4x. 
5.17. Résoudre l'équation intégrale 

pU)= A | (2, ppt) a+ 1 (2 
0 
si 


1. Æ (x, y) = cos z-cos y + cos 2x cos 2y, Ï (x) = cos 3x; 

2. (x, y) = cos z-cos y + 2 sin 2r- sin 2y, f(x) = cos z; 

3. Æ (x, y) = sin z-sin y + 8 cos 2z-cos 2y, f(x) = sin x. 

5.18. Trouver toutes les valeurs caractéristiques et les fonctions 
propres correspondantes des équations intégrales ci-dessous: 


2x 
1.. p(a)=2 | [ sin (&+3)++ | p (y) dy. 
0 
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2. tea [fes (e+n+ Leur 
3. e@=a | (84-2) e@ar 

4. sea [[(E )"+(2)"]eu dr. 
5. œq(z)=àÀ (sin z-sin 4y + sin 2z-sin 3y+ 


+ sin 3x-sin 2y + sin 4x-sin y) (y) dy. 
5.19. Pour quelles valeurs des paramètres a et b l'équation inté- 
grale 


1 
pe=12 | (ay —t+7) pQ) dy+art+br—2 
0 


admet-elle des solutions? Trouver ces solutions. 
5.20. Pour quelles valeurs du paramètre a l'équation intégrale 


1 
1 
p(z)=y 15 | [y (42? — 32) + z (y? — 3y)] p (y) dy + az +— 
0 
est-elle résoluble? Trouver les solutions en question. 
5.21. Trouver les valeurs de À pour lesquelles l'équation intégrale 
2H 
p(x)=2 | cos (27 —y) q (y) dy +f (x) 
0 
ait une solution quelle que soit f (x) E C ([0, 2x)]. Trouver cette 
solution. 

5.22. Trouver les solutions des équations intégrales ci-dessous 
pour tous les À et pour toutes les valeurs des paramètres a, b, c fi- 
gurant dans le terme constant: 

xt/2 
1. p(z)=2 | (y sin x + cos y) p (y) dy + ar +b. 
7/2 


EL 
2. p(a)=1 | cos (x + y) p(y) dytasinzx+b. 
0 


1 
3. p(x)= À | (+ zy) p(y)dy+ ar? +br + ec. 
1 


5% 
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1 
4. pa) | (2y +207) p() dar +br. 


CS 


1 
5. pU)=X | S(u+ 207) pu) dy arte. 


—1 


1 
6. pt)=2 | 15 (y) +7 (au) o (y) dy art br". 


1. péo=n | LE p{U)dr+e+ +. 
—1 


1 
8. pr)=à | (9/2 +77) p(y)dy+ a +br+e. 
—1 


1 
9. pé)=X | (ey+22-+u7— 82297) o (y) dy + az +b. 
1 


5.23. Trouver les valeurs caractéristiques et les fonctions pro- 
pres correspondantes du noyau € (x, y) et résoudre l’équation inté- 
grale 


p(z)= | Æ (x, y) p(y) dy +f (x) 


y va 


1 
pour tous les À, a, bsi 
1. (x, y) = 8x + zy — 5x°y", f(x) = az; 
2. (x, y) = 3zy + 5x°y”, f(x) = ax + bz. 
5.24. Trouver les valeurs caractéristiques et les fonctions propres 
correspondantes du noyau é&Æ (x, y) et résoudre l’équation intégrale 
x 
= A | 6 (x, y) p (y) dy+ f(x) 
1 
pour tous les à, a, bsi 
4. Æ (x, y) = x cos y + sin z-sin y, f(x) = a + bcosz; 
2. Æ (x, y) = zsin y + cos x, f(x) = ax + b. 
5.25. Trouver les solutions et la résolvante 7 (x, y; À) des équa- 
tions intégrales suivantes: 


1. p(r)= 2 | sin (z+ y) p(u) dy + f(x). 
0 


1 
2. pua)= | (A—y+22y) o (9 dy + (). 


1 
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T 


3. pr) = À | (sin y+cosz) (4) dy + ax +b. 


‘ 


27 
4. p(a)=A | (sin z sin y + sin 2x sin 2y) @ (y) dy + f (2). 
(4) 


5.26. Trouver toutes les valeurs des paramètres a, b, c pour les- 
quelles les équations intégrales ci-dessous sont résolubles pour À 
quelconque : 


1. p)=A | (y +2?) q (y) dy +ar+bz+e. 


C3 


4 
2. p)= a | (A+anp@)dy+at+br+e, où a+P+2=1. 


C2 


A+ zy 


3. p(z) = À V — p(y) dy + 2° + ax + b. 
— ÿy° 


4. p(z) = (zy—+) o (y) dy + ar? — bz + 1. 


5. p{r)=A | (2+y)p(u) dy+ar+b+1. 


6. p(z)=A | cos (2z+ 4y) y (y) dy +e°*+°. 


CLS TE Oh On) Là y mn 


T 
7. p(r) =À | (sin x sin 2y + sin 2x sin 4y) o (y) dy + ax? +br+ce. 
0 


4 
8. p)= À | (+224 y) p(u) dy + ar + br. 
—1 
5.27. Trouver toutes les valeurs du paramètre a pour lesquelles 


1 
l'équation intégrale œ (x) = À | (ax — y) op (y) dy + f (x) possède 


0 
des solutions pour tous les À réels et toutes les f € C (10, 1]). 
5.28. Trouver les valeurs caractéristiques et les fonctions pro- 
pres correspondantes des équations intégrales 
1 


| 
1. pts Ze) = À | NÉTESETTE. ya) | on, Ye) dy dye. 
1 —1 
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2. p(z) = À | (zP+IyP) p(y) dy, z=(x1, 22). 
| y 1<1 


4 
3. p(z) = À | TE e W) dy, z= (x, To, T3)- 
lu [<1 
9.29. Est-ce que l'équation intégrale 


per | (zP—IlyMoU)d, 2=(as re 2) 
1y1<1 


possède des valeurs caractéristiques réelles? Dans l’affirmative, 
trouver les fonctions propres correspondantes. 

5.30. Trouver les valeurs caractéristiques et les fonctions propres 
correspondantes du noyau &Æ (x, y) = zx: + y,y, et résoudre l'équa- 
tion intégrale 


(Lio + Yiÿo) Q (Y1s Ye) dys dys + Ï (xs, To). 


Le re 


1 
pla z)=2 | 
1 


Dans les exercices 5.31, 5.33 à 5.35, le noyau € (r, y) de l’équation inté- 

grale (1) est hermitien, i.e. il coïncide avec son adjoint: 
A (z, y) = dC* (z, y)=x (y, x). 

En particulier, un noyau hermitien réel est symétrique, c’est-à-dire que 
ZE (2, y) = À (y, 2). . 

Le noyau hermitien continu Æ (x, y) = 0 jouit des propriétés suivantes: 

1) l'ensemble des valeurs caractéristiques de ce noyau n'est pas vide; il 
est situé sur l’axe réel, est au plus dénombrable et ne possède pas de points 
d'accumulation à distance finie; 

2) le système de fonctions propres {q,} peut être choisi de façon qu'il soit 
orthonormé : 

(C7 Pm) — nm 


5.31. Démontrer que si &# (x, y) est hermitien, les valeurs carac- 
téristiques de son deuxième itéré &', (x, y) (voir exercices 5.4 et 
9.9) sont positives. 

5.32. Démontrer que si le noyau £&# (x, y) est symétrique gauche, 
1.0. Æ (x, y) = — Z% (x, y), ses valeurs caractéristiques sont des 
imaginaires Purs. 


Nous supposons dans les exercices 5.33 à 5.35 que les valeurs caractéristi- 
ques À, du noyau hermitien continu &£ (x, y) sont numérotées dans l'ordre de 
croissance de leurs modules, i.e. 


ESRESENESETNESSES 


et que chacune de ces valeurs est comptée avec le nombre de fonctions propres 
linéairement indépendantes associées. On pourra donc estimer qu’à chaque va- 
leur caractéristique À, correspond une fonction propre +. Le système de fonctions 
propres {,} sera supposé orthonormé. 
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5.33. Soit Æ# (x, y) un noyau hermitien continu et &#, (x, y) son 
p-ième itéré. Démontrer les formules 


1) 3! Re E APT y) (2 dy; 


co b 

1 2 

D Dar (ir(nFa dy: 
ze a 


Q nn, Q' 


3) (Kf, = 3 Lee L(f, IE mt | 
où }E L:(G), K est un opérateur intégral à noyau #% (x, y); 
00 b b 
; d 
4 » = | | [Æp(z, y)Pdzdy, p=1, 2, 
m=1 me 


a «a 
Soit Æ, (x, y) le n-ième ïitéré du noyau hermitien continu (x, yje 
Appelons la quantité 
Ln = | An y)dx, n—=14,2, ..…., 


a 
la n-ième trace de Æ (x, y). 
9.34. Démontrer que 

1) le rapport RE ne décroît pas et est borné, 


2) il existe lim = Ær_ égale à la plus petite valeur caractéris- 


+ 2n+2 


tique du noyau &#, (x, y), 


3) ÿ Fr = (n>2), où Am M—1, 2, ..., sont des valeurs 
m= 1 
caractéristiques du noyau é£ (x, y): ENESLRESS 
4) = V “ne — lim: V on: 


ñn— 00 7 00 
5.35. Supposons que h n’est pas valeur caractéristique du noyau 
hermitien continu &# (x, y). Démontrer que la solution (unique) de 
l'équation 
b 


pér)=2 | 6 (2, 1) p() dy + f (a) 


peut être représentée par la série 


pz)=A > ET) qm (2) + f (2), 
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convergente uniformément sur G et que la résolvante Z (x, y: À) 
vérifie la formule 


RÀ (z, y; à) — D Jn Pm (y) , 


mMm= 1 


où la série bilinéaire converge dans L, (G X G). 
5.36. Trouver les valeurs caractéristiques et les fonctions propres 
correspondantes de l'équation intégrale 


1 
p{)=A | & (a, y) p (v) dy 
0 


dans les cas suivants: 
z, Si 0Lr<Ly<i, 
1. »= | y, Si OKy<r<1. 
æ z(1—y), si 0OLKr<y<1, 
Guy y(1—x), si 0OLy<z<1. 


(x, si 0Lr<y<i1, 
3. Æ(x, y) =} 
a —z . 
{ y, Si 0OLKy<r<1. 


er) 


(z+1)(y—2), si 0O<Kr<y<i, 

4. & (x, n=| (y+1)(z—2), si 0OLy<r<i. 
(z+1)y, si 0OLr<y<1, 

o. & (x, n=| z(y+1), si 0OLy<r<i. 
(e®—e*)(e/+erv), si 0Lr<y<i, 

6. Æ (x, n={ (e* eZ) (eV — eV), si 0OLy<r<i. 


sinzsin({—y), si 0OLr<y<i1, 
1. & (x, = | . . 
sin ({—z)siny, si OLy<r<i. 
5.37. Trouver les valeurs caractéristiques et les fonctions propres 
correspondantes d’une équation intégrale à noyau &Æ (x, y) dans les 


cas suivants: 
(1 +2) (1— y), si —1<rz<y<i, 
1. 8 (, n=| (A—z) (A+ y), si —1<y<r<1. 


coszsiny, Si 0OLr<y<nr, 
2. & (x, n=| cos ysinz, Si 0OLy<r<r. 
sinzcosy, si 0OLr<y<ar, 
3. & (x, n={ sinycosz, si 0OLSy<r<r. 
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5.38. Trouver les valeurs caractéristiques et les fonctions propres 
correspondantes de l'équation intégrale 


EL 


pU)=A [o(r+y)o (à 


XL 


dans les cas suivants: 

1) w (t) est une fonction 2r-périodique paire; en outre & (ft) = t, 
si tE€ (0, x]; 

2) ow (t) est une fonction 2r-périodique paire; en outre « (t) 
— nn —t, sitE(0, xl. 

5.39. Trouver toutes les fonctions propres d’une équation inté- 
grale à noyau &Æ# (x, y) = w (x — y), avec « (t) une fonction 2r-pé- 
riodique paire continue, régulière par morceaux, 0<z<2n,0< 
<< y < 27. 

5.40. Résoudre l'équation intégrale 


1 
p=x À (2, y) p(u) dy + f (2), 


Si 
z lorsque 0OLr<y<i, 
(2) _— 
F(ECP (0, 1] et (x, n=| y lorsque 0OKy<r<1. 


Soit Æ£ (x, y) un noyau continu de l'équation intégrale 


b 
pUr)=à | 9 (e, y) pG) dy+ f (2). (6) 


L'expression 
OL (rss ya) OÙ (x1, Ve) ... SE (T4, Un) 
& (** Ta -.. 7) — OÙ (Ze, ya) ZE (za, yo) ... OÙ (T2 Yn) 
UE Ye ... Un ee ee ee ee ee ee + + ee 
SE (Tns Ya) SE (Zn: Yo) -.. AE (Zn: Yn) 


s'appelle le symbole de Fredholm, et la fonction, 


D(j=1+ D (1m À an, (7) 
n=1 
où 
F ° ta t 
=] n Î æ ( ET D ET dt (8) 


le déterminant de Fredholm du noyau € (x, y) ou de l'équation intégrale (6). 
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5.41. Démontrer que les coefficients 4, du déterminant de Fred- 
holm vérifient les inégalités 
| 4,1 <n/2M°(b— a)". 
En déduire que D (À) est une fonction entière de À. 


Indication. Utiliser l'inégalité d'Hadamard (voir [17]). 
Le mineur du déterminant de Fredholm est une fonction 


De, y3 MM (a, p+ D (1 ED ques (9) 


n=i 
avec 


Ba (x, y)= 


Q _—) 
CL] 
e 


b 
[ æ (° y t2... 7") des dés dns (10) 
, y ty lo ... ln 


5.42. Montrer que si &# (x, y) est une fonction continue dans le 
carré L: {a £ x, y < b}, alors D (x, y, À) est une fonction continue 
des variables x, y, À dans L X Cet D (x, y, À) (x et y étant fixes) 
est une fonction entière en À. 

5.43. Démontrer que les coefficients 4,, les fonctions B, (x, y) 
et le noyau &Æ# (x, y) (voir (7)-(10)) sont liés par les égalités : 


1) BP; (z, y) = À,% (z, y)—n By-; (x, Ë) A (E, y) dé, 


2) Biz, y)= An (x, y)—n | &Æ (x, Ë) B,_i (E, y) dE. 


Indication. Développer le déterminant figurant dans l'expression sous le 
signe À pour Bh (x, y) suivant les éléments de la première colonne. 


| 
a 
b 
5.44. Démontrer la première et la deuxième relation fondamentale 


de Fredholm : 


D(r, y; 1)—AÆ (2,7) DU) =A | Æ (x E) DE, y; À) dE, 


D(z, y; À) —XAZ (x, y) D(A =A | Œ(E, y) D(z, EE; À) dE. 


Q —_—) © Qu, 


Indication. Utiliser le développement (9), comparer les coefficients des mê- 
mes puissances de À dans les deux membres des égalités à démontrer et appliquer 
le résultat de l'exercice précédent. 


5.45. Démontrer les formules 


b b 
An= | Bi (s, 2) ds; | D(x,z: À)dz= — AD" (À). 
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=] 


Ot 


5.46. Démontrer la formule 


= = LS Œn An—1 


n=1 


(les coefficents «, étant définis page 71). 

5.47. Supposons que le déterminant de Fredholm D (À) de 
l'équation intégrale (6) est non nul. Démontrer que pour toute 
f (x) EC (la, b]) l'équation intégrale a une solution et une seule qui: 
est définie par 


b 
ptr)=f (+ [2625 ; (ya. 


5.48. Utilisant la représentation de la solution de l'équation inté- 
grale pour | À | << Fi à l’aide de la résolvante ® (zx, y; À) (voir 
exercice 9.7) et le résultat de l'exercice précédent, prouver la for- 
mule 
D (x, y: À) 

AD (à) 


(cette formule définit le prolongement analytique de la résolvante 
donnée pour |À <= sous forme de série (voir exercice 5.6)). 


5.49. Démontrer que les valeurs caractéristiques d'une équation 
intégrale à noyau continu coïncident avec les zéros du déterminant 
de Fredholm D (À) de cette équation. 

5.50. Démontrer que l’ordre de multiplicité m de la valeur carac- 
téristique À, d’une équation intégrale à noyau &# (x, y) continu est 
fini et que 


R(LZ, y; À) = 


b b 


mA | | 16 (, y) Fax dy. 


e 

5.51. Démontrer que les déterminants de Fredholm du noyau 
continu “# (x, y) et de son adjoint &Æ#* (x, y) se confondent et que 
l'équation proposée et l'équation associée ont donc les mêmes valeurs 
caractéristiques (voir exercice 5.49). 

5.52. Montrer que la valeur caractéristique relative à un noyau 
continu donné et celle de son adjoint sont d’un même ordre de mul- 
tiplicité. 

5.53. Démontrer que lorsque | À | << 1, l’équation intégrale de 
Milne 


pa=s(( ( St) p (y) dy 


0 [x-yl| 
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admet une solution @ = 0 unique dans la classe des fonctions bor- 
nées sur [0, co). 
5.54. Pour l'équation intégrale de Peierls 
À e= alx-v d 0 
P()=-— [ro 0) y, a>0, 


démontrer l’estimation 
, M (1 — e-aD) Z œ 


où D est le diamètre d’un domaine GC R et À, la valeur caractéris- 
tique du noyau la plus petite en module. 

5.55. Démontrer que, lorsque À << 1/2, la solution de l'équation 
intégrale 


pR)=a | e-l-vip (y) dy +f (2) 


est unique dans la classe des fonctions bornées dans R1 et s'exprime 
par la formule 


p(x)=f + je Vi-2a1x-01 f (y) dy. 
Réponses 


5.11. 14. e(&-Y), 9, 


= sh VA (z—y). 


5.12. 1. sinz. 2. ch(W/Â2). 3. + (ch Vi 1). 


9.14. 41. Si À=—2, l'équation n'a pas de solution. Si À  —2, alors 
2z (A+ 1)—X 1 ex 


P = . 2 Si À Æ 4, où À = 1 alors AR (ET : 
Impossibilité pour À — A4. 3. Si À 2 et À = —6, alors 
ue 4242xz— 24hz— N° + 4027 
7 6(A +6) (2—À) 
Pour À=2 et À— —6, l'équation n’admet pas de solution. 
9.15. 1. Si h + + et EEE alors SU+2 r?+ xt. Si = , alors 
7 (5—2à) 2 
Cat 2 Hz, avec C une constante arbitraire. Pour = + , l'équation ne 
possède pas de solution. 2. RE — E (5 Vz+ 6À)+1—61? lorsque À 
, 5 .. nevcse : 5 5(2À—3 4, 
Æ + 5 : impossibilité lorsque À = + Z : 3. 362 ‘ +z* si 


Fe et À: CH+a À z4 pour =, C étant une constante 


$ 5) ÉQUATIONS INTÉGRALES 77 


arbitraire: quand => , l'équation n’admet pas de solution. 
20X 2 . 5 1. a 90 , | 
4. 1x © L7A+L3 si À F et hÆ—; 7z +37 +Cz (avec 
C une constante arbitraire) si = + ; pour = , l'équation n'admet pas 
. 3(5—2À) x . 3 1 e 
de solution. 5. SGEN 7 si À + ZT ; stat Cz (C étant une 
constante arbitraire) si 1= . ns lorsque 1=—, 6. Si À— 


2 2 
=M=T, alors C++ 2; si À— => , alors Ca (Br —1)— À 2 (Cs et 


3 
C2 sont des constantes arbitraires) ; pour NIUE , aucune solution n'est 


8 

possible : pour À = À (i—1, 2, 3), on a pee 

= 124 . . 3 3. 

5.16. 1. 347 Sin 2z2+n—2r si À T7 ot À — Zi 7 — 2r — 
— 2 sin 2r+ C cos 2x, avec C une constante arbitraire, si À — +. pour, À=— 

3 , . , . 3nÀ . . 
=: l'équation n’admet pas de solution. 2. 313 sinxz<+cos2r si À 
++ et ei: cos 22 sin x+Ccosz (C étant une constante 


arbitraire) si À = —, impossibilité CE À = Si . 3. sinxz+ 


4 2 
37À 3 . 2 
+g—g (24 cos 25+ sin 25) si À Æ + l’équa- 


à pour À = EE — 5° 
2V2 TE 


tion n’a pas de solution. 4. sin 3z—+ cos x quel que soit À. 5. 1——— 


"An° . 1 4 2x . . 
HUF Zz Si À LE; 3 + (8+x cosz)C, où C est une 
e LI Ld 4 . L.d LA e LA — | AT 
constante arbitraire, si À — TZ: impossibilité pour À — TZ: 6. SX —— + 


+1 +cos 4x si À _ ot À Z.; cos 4x — 1 + Ci cos 2r + Co sin 2x (C1 et Co 


étant des constantes arbitraires) si =<+ ; lorsque À — _ , l'équation n'’ad- 
met pas de solution. 
5.17. 1. cos 3x si À — cos 3z + Ci cos x + C2 cos 2x (C4 et Co étant des 


ee . 1 cos z . 1 1 
=—,.2 ——— — LH — : 
constantes arbitraires) si À = 2 1x Si À _ ct À = 5 
2 cos x + C' sin 2x, avec C une constante arbitraire, lorsque =: pour À = 
sin z 1 


1 
= A si L£—elhæé; 


=+ l'équation n'admet pas de solution. 3. 
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+ sin z+ C cos 2x, où C est une constante, si À— _. * lorsque À = _ , l'équa- 


tion n’admet pas de solution. 


| . 1 . 1 
5.18. 1. M=— s SIN z<+cosr, À : Ào = nr cosz—sinz. 2. M, 
1 ; = 2 , cos 2z: As—— 7, sin 2x. 3. Ày— —45, 3x?—2; Ào = 45 , 1972 — 
ELA Ta 8 
_ _ 3 3/5 1 2/6. — _ 3 */5— 7726 - _? 
1. 4. À 8? 3x Sr : kM=—--, 3x 5— zx . 9. M=—— : 


sin z—sin 4x, sin 27—Sin 37 ; b=+, sin 2r- sin 3x, sin x+ sin 4r. 
5.19. a— —12, b—12, —12r + Cir+ Co, où Ci et C2 sont des constantes. 
5.20. a=V/ 15—3, CUVTB2+3(1—V/ 75) 21+ 32 avec C une 


conStante. 
5.21. L'équation est résoluble pour toute valeur de À, 


2x 


p(a)=à | cos (2z— y) f (y) dy + f (æ). 
0 


Mars 21b 1 x 
5.22. 1. EU ESNE Sin 2457 Har+b si À & TZ (a et b étant quel- 


1 . . . . 
conques) : pour À=-—- l'équation admet une solution si et seulement si a— 


2(a—2Àb) 
2+ hr 


9 
Xsinz+b si À - ++ (a, b quelconques); pour 1=— il existe une solu- 


=b=0, p(r)=C;sinz+Cs, où Ci et C2 sont des constantes. 2. 


ar — 4b 


5x sinz+b+C,cos zx, avec C, une 


tion quels que soient «a, b et (x) = 


constante arbitraire; lorsque À— — , l'équation admet une solution si et 


seulement si ax+4b—0, et m(r)—b+C:sinx avec C2 une constante arbi- 
2ha + 3c 3b 


, 1 3 , 
3420 t 32 “te si À Æ T et À T (a, b, c étant quel- 


traire. 3. 
conques); pour = l'équation a une solution si a+ 3=—0, pt= br + 
+az3+ Ci, C1 étant une constante; pour => . une solution existe si b— 


2 
=0, ct p(z)=ar— _ (a+ c)+ Cox, où C2 est une constante. 4. FE 2e 


X x + pe 2er tbe si À À + V1 (a, b quelconques); pour 
VE l'équation a une solution si 5&+3b=0, et (x) =a (+ s) + 


+C: ( V — +3) avec C, une constante arbitraire ; lorsque À — _V£, 
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la condition de possibilité est 54+ 3b — 0, et œ(rx)=a (+ s)+ 


3a 
Cp LE 


+ C2 E-V ++) z®) , où C2 est une constante arbitraire. 5. 
ETES VE = =} * 2+b si À 3 et À -Æ 5 (a, b quelconques) ; pour À = 3, l’équation 


admet une solution si a—0, et ®(r)=b (+ zx + 1) + Ci (Ci est une constante 


arbitraire) ; pour À—5, la condition d'existence d'une solution est b=—0, ct 
ne 
— 6) 


si À _ (a, b quelconques); pour = + l’équation a une solution si 5a+ 


P Ac T az avec C, une constante arbitraire. 6. 2/3 + ar 


2 


-+7b = 0, et p (x) — + br + Cyr /34 Coz/3 avec Cy et Co des constantes 


2a+ Ab (4— x) n 2 
2— Àn 2— À (4— 7) 


Æ —- (a, b quelconques) ; lorsque =, une solution existe si ax<+ 


arbitraires. 7. z-- bx° si À + et À 


+b(4—x)+0, et p = 2 +br + C (C est une constante arbitraire): 


: 5À (14a + 36Àb + 42c) 4/3 
lorsque A=-——, il y a impossibilité. 8. sr 7 5—12) + 
284 °a + 307b + 35 : cn +] / + | 
F TE Lbz si À= + (a, b, c quelconques) ; pour 
= + S —, l'équation est résoluble si 15 V3 b+7 V5 (a+ 3c) = 0, et 


p(x) = ax Lbz+e+C: (#54 1y/ +) , Où CA est une constante arbitraire ; 
pour À — + y + , l'équation admet une solution si 15W/3b—7V/5X 


X (a+ 3c)=0, et q(r)=ar+br+c+Ce (2-7 5) , où C2 est une cons- 
30 (b—1) À 36À° (b— 1) _, , 45 
HT TE TT HELD 20 LE—-geti 


TZ (a, b quelconques); pour À=— + une solution existe dans la condi- 


tion b=1,et (zx) — TL az+1—20a+C (r®+1) avec C une constante arbi- 


tante. 9. 


traire; lorsque = , l'équation admet une solution si a=b=0, et (r) — 


2 
= Ciz + C2, où Ci et C2 sont des constantes arbitraires. 


3 1 » 3a 
5.23. 1. A=5 Paz; hk=——, Po = Sz—4r* ; Pa=-—- nn 


si À = et À + + (a quelconque); pour = + l'équation se résout si 


80 ESPACES FONCTIONNELS ET Æ£EQUATIONS INTÉGRALES [CH. II 


a=0, et p(z)=Ciz (C1 est une constante arbitraite); lorsque = +, 


l'équation admet une solution quel que soit a, et pa=+ az + Co (3x— 473), 


2 
où C2 est une constante. 2. = , Pl=z, Paz, p(r) = ax? + bz 


1—2À 
À = — pour = , la condition d'existence d’une solution est a—b—0, 
et p(z)—=Cyz? +Cor, avec Ca et C2 des constantes. 


gi 


2n"À2b 
1—À7 


À = _ (a, b quelconques) ; pour = , l'équation a une solution si b—=0, 


9.24. 1. U= 2 Pi =sinz; p(rz)=a+bcosz-|-Abnr+ 


, sin z si 
TI 


et (rx) =a+Csinz, où C est une constante. 2. =, Paz; P(r)= 


az . 1 1 
== +0 + 2nbÀ cos x si À Dr (a, b quelconques) : lorsque =, 
une solution existe si a—0, et q(r)=b (1-+-cos r)+ Cr, avec C une constante 
arbitraire. 


9.25. 4. p(z) =À 


r sin(r+y)+A _. cos (T— y) 
D "1 Wdy+f(@) siAGQ-=#0, 


où A(A)—=1—4° — pour =, l'équation admet une solution si fi + fo = 


=0, où 


x 
h=| cos yf(u) du,  f2= | sin yf(y) dy, 
0 


p(z)= C4 (sin z+cos x) +i fa sin z+f (x) 


(C4 étant une constante arbitraire); pour 1=—À, une solution existe si 


fi—f2=0, et p(x)= C2 (sin x—cos x) + fasinz+f(xz) avec C2 une cons- 
tanto arbitraire : 


sin (+ y) + SE cos (5 — y) 


À (2 y3 = A (À) 
4 
1 4—— ty (2z—4z—1) 
2. pa=X | ——5 — f (y) dy +f (2) si A (À) = 0, où À (A) = 


= (1—2à) (1-5) « lorsque = l'équation a une solution si fi 32, 
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i ’ 1 
h= fo, h= |2uer, 
1 —1 
1 
pa= (se) n+f(@+c 
(C1 étant une constante arbitraire) ; pour + une solution est possible 


si f2=0, p(z) = —i fa + f(x) + Co (z +1), avec C> une constante arbitraire ; 


1——+ À ty (2r—4hr—1) 
PS 
3. p(r)=À | ( +cos :) (ay+b) dy+ar+b= + 2nnb cos x + 


+b si À —— (a, b quelconques) ; pour =, l'équation est résoluble 


si a=0, p(x)=b (cos z+1) +Cr, C étant une constante; 


| a æsiny 
C'ACANE = + cos z. 
2z 
dan onc 
4. pU)= dns Qu dus (e) si à 4; pour 1 


=+ , l'équation est résoluble si 


2x RE 14 
| Î (y) sin y ày= | Î (y) sin 2y dy =0, 
Û 0 


p(r)=f (r)+ Ci sin x+ C, sin 2x, 
avec, C1, C2 des constantes arbitraires ; 


Ae, y: = sin z-sin y +sin 2z-sin 2y 


1—À7 
5.26. 1. b=0, 3a+t5e—0. 2 a—=—— b=Q, c=—— 12: 9 
e : e , . e. vn, 9 V/10 ? 
À 
Tr ») b=0, C—= = 3. a=0, b———. 4. a=6. 5. a=0, b — 
v 10 V/10 2 


r= —1. 6. a, b sont quelconques. 7. a, b, c sont quelconques. 8. 7a+5b—0. 
5.27. L<acs. 
5.28. 4. Ai= 1, fa = 4 (ze) +1; ho = — 1, Po = 4 (T4 + ze) — 1. 2. À = 
4 3—6 3,0 4V3+6 = 
V3, qu =1+V 3 (ri +3); = —iVS+S, p= V3 (x? + 75) —1. 


3 1 
3. M=—, Ti =—— ER où r=Vri+ri tr + xé + rà. 


6—01026 
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5.29. L'équation ne possède pas de valcurs caractéristiques réelles. 


5.30. Les valeurs caractéristiques sont h=+ et ke —+ et les fonc- 


tions propres correspondantes @s=1—+3ryro et ®Qo= G3rizo— 1. Si À = + _ , 
alors 


peu ane [ Gad muse ide ]+S Gen ann 


1 1 1 1 


fi = | Î (y1» y2) dy1 dy, fa = | | yayof (U1r Ya) dy dys, 
1-1 1-1 


A (À) = + À; pour = + , l'équation admet une solution si f;+ 3f2=0, 


et (zx, 20) =. zyrof+ f (za, 22) + C (Bz4x2 + 1) avec C, une constante arbi- 


4; 
traire; pour À-— +, on obtient une solution si f—3fr=0, (rs, zo) = 
— + zitofa + f (tas To) + Co (3z1z2— 1), où C2 est une constante. 


2 
5.36. 1. An= (++ an) , En =sin (++) z (nm = 0, 1, 2, ..…). 
2. An=n°rt, Ph =sinrnz (n= 1, 2, ...). 3. An (n=1, 2, ...) sont les racines 
positives de l’équation tgV/A=(1—a) VÀ, Pn =Sin V'n z. 4. }hn= 


= + p} (n—=1, 2, ...), où u, sont les racines positives de l'équation 


p—+=2 COt£ LH, Pn =SiDUnzZ ln COSUnT. 9 Ag=1, Po=e*; An = —nin 


n2(2n+1)+4 , 
sure UP 


> Pn=Sinnnz (n=1, 2, ...). 


(n = 1, 2, ...)) Pn = SIN nnz-+Hn COS AANz. 6. Àn = 
(nn) —1 


2,...)s Pn = Sin (r+—) 7x. 7. hkn= sin 


3 2 
5.37. 1. np, qi =sin nnz (n=1, 2, ...); ME = (5+m) , 
q' = cos (5+m)z im == 0,1, 2, ...) 2 int (nt), Pn = 


2 
= COS (n++)z (n = 0, 1, 2, ...). 3 Àn = (r +) —1, M= 
= sin (r+—) z (n=0, 1, 2, ...). 
2 
5.38. 1. mu (- ES) , pL= sin (2n+1)æ (n=0, 1, 2, ...); M9= 


2 
=—( 2 | , PP=cos(2n+1)z (n—=0, 1, 2, ...); h= +. Po = 1. 


2 
2. =, go=1 : ap CD, qu =cos (2n+1)z (r—0, 1, 2, ...); 


a = — GR, p?=sin (2n+1)z (n—0, 1, 2, ...). 
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9.39, An = _ 


pl=sinnr, p=cosnr (n — 1, 2, ...) si 


À fotcna #o Tr po i si «4 fooaso 


5.40. p(z)=À Gæ» v) (y) dy f (x), où 
0 


sin V'à zx cos Vi Gun. 
V à cos VÀ 

sinVAycosV/À Gt) 
VA cos V'à 


TZ Yr 
G(x, y)== 


6* 


CHAPITRE III 


DISTRIBUTIONS 


$ 6. Fonctions d’essai et distributions 


Désignons par % = % (Rr') l’ensemble de toutes les fonctions indéfiniment 
dérivables à support borné dans R'. Une suite {y} de fonctions de 3 est dite 
convergente vers une fonction (€ 2 gi 

a) il existe un nombre R >> 0 tel que supp = Ur: 
b) pour chaque a, 


xeRr" 
Dr (x) = Dp(x), k —+ 00 *). 

Ceci étant, on écrit: x —> ®, k —> oo dans Z. L'ensemble Z des fonctions 
muni de cette convergence s'appelle l’espace Z des fonctions d'essai. 

Désignons par # = .$ (R') l’ensemble de toutes les fonctions indéfiniment 
dérivables dans R" et décroissant, pour | z | —> o, plus rapidement que toute 
puissance de | z |-}, ainsi que chacune de leurs dérivées. 

Une suite {,} de fonctions de «# est dite convergente vers une fonction 
op (€ P) si, pour tous les «& et B, 


xcr" 
zPD 4x (x) = zPDTp (x), k —+ 00e 
Ceci étant, on écrit: ®x —> @, k —+ oo dans #. L'ensemble ç# des fonctions muni 
de la convergence introduite s’appelle l’espace # des‘fonctions d'essai. 
6.1. Soit p € Z. Etablir s’il existe parmi les suites 
1 | 1 z 
1. pt; 2 or); 3.+p(E), E=1, 2, …., 


des suites convergentes dans Ÿ. 
6.2. Soit n = 1 et 


À pour —2e<r<2e, 
x@)=1 0 pour |z|>> 2e. 
Montrer que 

n(z)= | x (u) @e (z— y) dy, 


© 


ù ow, est la calotte, est une fonction d'essai ; 0 < n (x) < 1, n (x) = 
À pour — eLr<e,n(xr) = 0 pour | x | > 3e. 
6.3. Soient G:, — U U (zx; 2e) le 2e-voisinage d’un domaine G 


[ 


x 
et % (x) la fonction caractéristique de G,., i.e. x (x) = 1, x EG, 


*) En ce qui concerne les notations voir pp. 7-8. 
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et % (x) = 0, zé Ge. Démontrer que 
n(e)= | 2 (4) ve (x —1) dy 


est une fonction d'essai; 0 Sn (x) < 1, n (x) = À pour z EG, et 
n (&)=0 pour x é Gas. 

6.4. Supposons que n (x) vérifie les hypothèses de l'exercice 6.3 
et que 


Su n() 
H(z)= D nv, e(r)=- HG)" 
V=—= — 00 
Démontrer que H EC®(R!), H(x) >1;eED(RN, 0 e (1) 
<1Â;e(x) = 1 lorsque |x << et e (x) = 0 lorsque | x | > 3e; 


D e(t—v) = 1. 


V= — 00 
6.5. Démontrer l'existence des fonctions ps € 3 (RT), 8 > 1, 
telles que ps (x) = 1 pour |xz | < 8 — 1, ps (x) = 0 pour |z | > 
> 6 et | pf” (x) | & Co, Co étant une constante indépendante de 6. 
6.6. Etant donnée une fonction continue f (x) à support borné: 
f(æ)=0, |z |>R, démontrer que 


R()= Ua dy (<R) 


est une fonction d'essai ; f, (x) = 0 pour | zx | > R + e. Montrer que 


Îe da (@), e +0. 
6.7. 1. Démontrer que 


Va=+ ORCREE dt], m=1, 2, 


est une fonction d'essai, avec p € Z (AT) et n € Z (A1), n = 1 dans 
le voisinage de x = (0. 
2. Démontrer que 
__P(z)—n (x) p (0) 
VO= Ts — 
est une fonction d'essai, où n (x) est la fonction de l’exercice 6.7 (1) 
et &« EC” (R?) possède un zéro unique d'ordre 1 en x = (. 
6.8. 1. Montrer que @, € 2 (R!) peut s’obtenir comme dérivée 
d'une fonction æ, (x) si et seulement si elle remplit la condition 


[on (x) dx = 0. 
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2. Montrer que toute fonction p (x) € Z (R?) peut avoir la forme 


p (x) = po (x) | p(z) dx + (x), 


—œ 


où 1 € D (RAR?) et op, (x) est une fonction d'essai quelconque satis- 


«= 


faisant à la condition | Po (x) dx = 1. 


Indication. Utiliser l’exercice 6.8 (1). 


6.9. Montrer que % € # et que la convergence dans % entraîne 
la convergence dans #. 
6.10. Soit p € Ÿ. Etablir si parmi 


1 1 . 1 z … 
1. —o(z). 2. + 9 (äz). 3. +o(+): k=1, 2, ..) 


il y a des suites convergentes dans ©. 
6.11. Soit pE Ÿ et P un polynôme. Démontrer que qP € #. 
6.12. Soit % (x) une fonction E C® (R!1) égale à O0 pour z < a. 
Démontrer que (rz)e-*E # (RM, où o > 0. 


Désignons par Z’ - Z'’ (Br) l'ensemble de toutes les fonctionnelles con- 
tinues linéaires sur l’espace Z des fonctions d'essai. Nous appellerons distribu- 
tion (€ 3’) toute fonctionnelle f € Z”. | 

Notons #’ = $’ (R") l’ensemble de toutes les fonctionnelles continues 
linéaires sur l’espace .# des fonctions d'essai. Nous appellerons distribution tem- 
pérée (€ #') toute fonctionnelle f € $’. 

La valeur d'une fonctionnelle ÿ sur une fonction d'essai p sera notée (f, œ). 
Afin de mettre en évidence l’argument d’une fonction d'essai nous écrirons par- 
fois f (x) et (f (z), ® (x)) au lieu de f et O, œ). 

On dit d'une suite {/,} de distributions de %' qu'elle est convergente vers 
une distribution f (E 7°) si (x, ®) —+ Ü, p), k —+ © pour toute p € Z. En par- 
ticulier, la série de distributions u, + us + ... U} + ... converge dans 


D" vers une distribution f si, quelle que soit @ € 3, la série numérique D (up) 

Rh=1 
converge vers (f, ®). On définit d’une manière analogue la convergence dans 
’ d'une suite et d une série. 

On dit qu'une distribution jf est nulle dans un domaine G si (f, @) = 0 pour 
toutes les ® de Z de support contenu dans G. Deux distributions j, et f, sont 
égales dans le domaine G si leur différence f, — f. est nulle dans G:; Î, et fa sont 
égales si (f1, p = (fa, ®) pour toutes les p € Z. 

On appelle support d'une distribution f, et on note supp f, l'ensemble des 
points au voisinage desquels f ne soit pas nulle. Si supp f est un ensemble borné, 

a distribution f est à support borné. 
On appelle distribution régulière toute fonctionnelle de la forme 


(f, q= | feptds peZ(R), 


où f est une fonction localement intégrable dans R". 
Toute distribution qui n'est pas régulière est singulière. 
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La fonction de Dirac définie par 


(6, p)—p(0), eZ (R?), 
est un exemple de distribution singulière. 
La fonction de Dirac sur une surface est une généralisation de la fonction 
6. Soient S une surface régulière par morceaux et u (rx) une fonction continue 
sur cette surface. Une distribution uô$ opérant selon la formule 


Us p= [mass pe), 
S 


sera appelée simple couche. En particulier, si S est le plan t—0 dans 
Rrti (x, t), alors Hô(t=0} (Z t) Sera noté pu (x) ô (t) de sorte que 


(u (x) ô (£), p= | u (x) p(x, 0) dz. 
R? 

Lorsque n = 1, la simple couche 65 (x) sur la sphère SR sera notée Ü(R—]z|); 
on a (Ü(R—|z|), p=p(R)+p(—R). ._ 

Le produit de f € 7° (R') et d'une fonction æ (x) € C®(R") est une distri- 
bution af définie par la formule (af, q)={(f, ap), me 7 (R?). . 

Soit f (zx) E Z' (R'), et soient À une transformation linéaire non singulière 
e b un vecteur de R2. La distribution f (4y + b) est définie par la formule 


— p[A"1 (z—b)] 
(f (Ay+b), p=(f, ir -) ,s PE Z (RN). 
Lorsque À = J, on a la translatée de la distribution f par le vecteur b: 
FU+b), p= 6, p (x — b)). 
Par' exemple, (6 (z — xo), @) = (ô, @ (x + zo)) = ® (x) est la translatée de 
Ô (x) par z,. Lorsque À = — 7, b = 0, on a la symétrie: 
(Fi (—2), p) = (, p (—z)). 
6.13. Démontrer que & (x) est une distribution : ingulière. Quelle 
enSest la signification physique? 
6.14. Interpréter physiquement les distributions suivantes: 


N 
1. 26H{r—z). 2. 2 MôU(z— zx). 3. (x) ôs (x). 


4. |zfôs,, (z—%o). 5. 265, (T—1) +368, (z—2). Trouver leurs 
supports. | 

6.15. Démontrer que ôs,, (x) 0, R— 0 dans Z”. 

6.16. Démontrer que #’ € ’ et que la convergence dans #’ en- 
traîne la convergence dans Z”. 

6.17.; Démontrer que la fonctionnelle Pi définie par 


—£ 


(+, p)=Vr Ÿ 8 de lim | +f) FO 4, qe, 


est une distribution singulière. 
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6.18. Trouver, pour e—> “+ 0, les limites dans Z’ (R!) de 


1 
fs, lrl<e, e 
LRQ UT 2 men 
x [2 
1 er Loin © E_ sin? 2 
3. EYE t,n>i. 4. —sin—. 5. — sin —. 


6.19. Prouver les formules de Sokhotski 
1 | "4 
20 Fi (x) +F—. 
6.20. Trouver, pour {++ oo, les limites dans Z’ (R!) de 
" eixi 2 
4 


xz—i0 ” 5. z—+i0 ” 
5. dmeixt, m >0. 


z—i0 
erixt 
 x+i0 


6.21. Trouver la limite de ® LE , k— oo, dans Z° (R1), où 


6.22. Démontrer que la série >, a,ô (x — k) 
k=— — 00 


1) converge dans %° quels que soient a, 
2) converge dans #’ si la | C(1+1|k |)”. 
6.23. Soit 4 € S (R"), v > 0, | p(z)dr =". Démontrer que 


z 


ep (=) —> (x), e—> +0 dans Ÿ’ (R”). 


€ 
6.24. Montrer que la fonctionnelle P+ définie par la formule 


(S+, ç} = Vp [ FOFO q7, pET, 


est une distribution singulière. 


6.25. Montrer que 
1. & (x) Ô (x) — & (0) 6 (x), æ EC” (RT); en particulier xô (x) = 
z ERA. 


2. 28 À = 1. 3. MP À = 2"-1, m > 1. 
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6.26. 1. Admettons qu'une distribution f soit nulle en dehors du 
segment [—a, a]. Démontrer que f = nf, où n € C°® (R1) et n (x) = 
= { dans [—a —e, a + el, e > 0 quelconque. 

2. Soit fE D'(R')etn EC” (A7), n (x) = 1 dans le voisinage 
de supp f. Montrer que f = nf. 

6.27. Démontrer que Ô (ax) — Ô (x), a 0. 

6.28. Démontrer que (œf) (x + pp a(z+h)f(z+h), où 
aæ EC" (R°), fE D'(RT),h E R7. 

6.29. Démontrer que la distribution 


1 _ px, y)— (0, 0) 
(Pi, p (x; y)) = | spy — dedy+ 
x2+y2<1 
+ LAC] y) dx dy 
x2+v2>1 | 

vérifie la condition (z° + ÿ°) Pf——— eur ni = 1 dans Z'(R). 

6.30. Soit f € Ÿ”’ et J° un polynôme. Démontrer que f/® € F’. 

6.31*. Supposons que f € D’ (R1) est à support borné et n (x) 
une fonction arbitraire de % (R1) égale à 1 au voisinage de supp f, 


et posons Ÿ (2) = 3; (f (x 1, 1e), Z = Z + iy. 


z'— 72 


Démontrer que {) Î (z) ne dépend pas du choix de la fonction auxi- 
liaire n; 2) f (z) est une fonction analytique pour zÉ supp f; 
3) f(@ = 0 (5). 200: 4) f(e+ie) — (a —ie) + f(a + 
—+ +0 dans Z° (R!1). 

6.32. Soit fE D'(R1) et supp fc [—a, al; soit, ensuite, 
n ED (R1), n (E) = 1 au voisinage de supp f. Démontrer que 

14) =6(E), net), z = 2x + iy 
est entière, indépendante de n et vérifie, pour un certain m >0 
et pour n'importe quel e > 0, l'estimation 


| (+ iy) [LCee(+e) Ivt(+|z |)". 


Réponses et indications 


, 6.1. 07 La suite converge vers 0; 2 et 3. Les suites ne convergent pas si 
p (x) & 

6.6. Visiblement fe (x) €Z. Ensuite, étant donné que f (x) est continue et 
à support borné, pour © = 0 quelconque et tous les e > 0 suffisamment petits, 
on a lf(æ)—f() | << © lorsque | z — y | < e, x, y E R}, de sorte que 


lf&—/@1< | | f @&)—f Q@) l'oe (— 1) dy < 


< 0 | Op (Tz—y) dymmOs 1€ Ris 
Ix-yI<e 
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.. 6.7. 1. Solution. Evidemment, la fonction (x) est à support borné et indé- 
finiment dérivable pour z -£ N. Il reste à démontrer qu'elle jouit de la dernière 


propriété en z = 0. Soit zE — e, e]. Alors n (z) — 1. En introduisant les 
notations 


m—i 
kR 
@=po— D AO 
R=0 


on obtient (C)=lim p(z)=lim 1@) ___ fm (0) 
X— x—-0 ZT 


m | 
mftm) (0) 
f(æ— 22 
(0 —lim Ÿ@&)=% (0) _;; m | _ jem+0 (0) 
POS os condo mel? 


æt ainsi de suite. 


Donc + (zx) E C% et, par conséquent, 4 € 3. 
6.8. 1. {ndication. On démontre la nffsan ce en vérifiant que 


qe (2) = | quiz) dre 3. 


6.10. Les suites 1 et 3 convergent vers 0 dans ; la suite 2 ne converge pas 


dans # si o (z 
(z). 3. 6 (z). 4. xô (x). 5. 6 (zx). 
2. 0. 3. 0. 4 


) 
6.18. 1. Ô (zx 
. — 2ni (x). 5. 0, 


+ 0. 
). 2. Ô 
6.20. 4. 26 (x). 
6.21. O. 


$ 7. Dérivation des distributions 


On appelle dérivée d’une distribution f € Z’ (R1) la fonctionnelle f’ définie 
par 


(f', q)= —(f, p'); pEZ (R1). 


Toute distribution est indéfiniment dérivable et fm), m > 1, est une fonc- 
tionnelle agissant selon la formule 


(0, p)=(— 1) (f, pr). (+) 
Sin > 1, la formule (+) définissant la dérivée D®f s'écrit 
(D*f, p=(—1)%1(f, D), PE Z (R?). 
Soit S une surface à deux faces régulière par morceaux, x une normale 
à S et v(z) une fonction continue sur S. Une distribution — (vôs) définie par 
la formule 


(— 2h60, v)= (vas, pes um, 
8 


s'appelle double couche sur la surface S. En particulier, si S est le plan t—0 
dans l’espace R7+#1 des variables (x, t) = (z1, za, - - +» Znr t)s  alOrs 


7] 


A1 
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an (vôu=0)) (z, t) sera noté —v (:) 5” (4) de sorte que 


(—v (x) 8’ (0), q)= | v() ED dz. 
: Lu 


7.1. Interpréter physiquement les distributions suivantes dans 


: —6" (2), — 8" (x — 2°); dans R°: — À (v8s), — 2 LL 65, (x — 


— x). 


7.2. Montrer que 
(O0) (x — zo), p (2) = (—1)" 9 (to), m 21. 


7.3. Montrer que dans D" (R): 

1. P@HÈ8m—=—Ep © Ô (x) + p (0) ô Gps où p (x) € C(R*). 
2. æxÔ(7) (x) = — mô(" D (x), m = 1, 2, 

3. x"O() (x) = (—1)"ml6 (x), m — 0, 1, 2, 

4. x" 60) (zx) = 0, m = 0, 1,  E—1. 

5. œ (x) 6 @= > (pm d gens (0) 8 (x), où & (x) EC” (R!). 


7.4. Montrer que 0” = 6, où 6 est la fonction de Heaviside. 
7.5. Montrer que (p (x) 8 (x))' = p (0) ô (x) + p° (x)0 (x), 


p (x) € C7 (R?). 


Ô", ..., 


7.6. Calculer 

4. 0° (—zx). 2. 019 (x — zx), m > 1 entier. 
3. 00 (Zo — 1), m>1. 4. (sgzr)(), m > 1. 
5. (x sg x)’. 6. (1z 1), m > 2. 

7. (8 (x) sin x)’. 8. (0 (x) cos x)’. 

9. (6 (x) gmtk)(m), m>i, k = 0, 1, 2, ... 
10. (6 (x) x” “h)(M), m>A, k—=1,...,m. 
11. (8 (z)e°*)09,  m > 1. 

7.7. Calculer les dérivées d'ordre 1, 2, 3 des fonctions 
4 y= |xz |sinzx. 2 y = |zxl|cos zx. 

7.8. Montrer que 


(Def) +h)=Dÿ(+h), fE D, hER7. 


7.9. Démontrer l'indépendance linéaire des distributions 6, 6”, 
Ô("), 
7.10. Démontrer que 


=#+, où p + est définie dans l'exercice 6.17. 


2. Égi- —9+., où + est définie dans l'exercice 6.24. 
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d 1 


, 1 d 1 1 Nu 
3210 + 1 )—P—. 4 Pre —28—+, ou 


1 Ê p(a)—29" (0 | 
(F5, p)=Vvr | PER O%S, peZ(R:). 
7.11. Montrer quela série >, a,ô*) (x — k) converge dans Z’ (R1) 
quel que soit az. 
7.12. Montrer que si |a | A |k | +B, alors la série 
D ae" converge dans Z'(R!). 
7.13. Soit f (x) une fonction continue par morceaux telle que 
fEC(G< 20) N CZ ro). 
Démontrer jque 
f = {f (x)} + [1.6 (x — ze) dans 2’ (R?), (x«) 
Où (fl, = f (to + 0) — f(zo — 0) et {f (x)} est une distribution 
régulière définie par la dérivée usuelle, i.e. {f’ (x)} = f’ (x), z # 0. 
Démontrer que si la dérivée usuelle de la fonction f (x) présente 


des discontinuités isolées de première espèce aux points {z:}, 
la formule (++) a la forme 


j'=(" ()}+2 le, 6 (22). 
7.14. Trouver /(”) pour les fonctions 
4 G(a—]1x]), a>0. 2. [x]. 3. sg sin x. 4. sg cos x. 
{z] est la partie entière de x, i.e. le plus grand entier égal au plus à z. 


7.15. Soit f (x) une fonction 2r-périodique, en outre f (x) = — 


, O0<<z<2n. Trouver f'. 


7. 16. Soit f(x) = x, —1<z< 1, une fonction périodique de 
période 2. Trouver j("), m > 1. 
7.17. Démontrer que 


LOS ee Ni 6(2—2kn). 


k= — oo R=-00 


7.18. Démontrer que 


— à 33 08 +12 S (— 1)* 8 (x — kan). 


Rk= — 00 
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7.19. Soit f(x) EC° (zx L:zo) NC” (zx Lzrzo). Démontrer dans 
' (R) la formule 


F9 (2) = (&)} + [flo 89 (Z— To) + 

+ (/" 1x0 O2 (ZT — %o) + .…. + F Line PA Ô (z— To): 
oùj (FL, = 10 (x + 0) — 0 (ro — 0), k —0, 1, ..., m—1, 
est lesaut de la dérivée usuelle d'ordre 4 en zx, et {f(7) (x)} 
une distribution régulière définie par la dérivée classique f(® (x) 
pour Z % Lo. 

7.20. Trouver toutes les dérivées des fonctions suivantes: 
sinxz, x >0, coszx, x >0, 


0, z<0. 0, z<t. 
1 z<0 
z2, —1<Lz<i, ( , SSYI 
3. y=| 0 z| } à 4. y= À xz—+i, OLz<1, 
RIZ. lai, z>1 
0, z<—1À, 


(+1), —1<z<o0, 
x? +1, z >. 
0 


[ 
( 
,  z<0, 
. m,  0<z<1, 


6. ÿ (x — 2}, 1<Iz<2, 

0, z > 2. 
7 SiINnz, —71<r<n, (reel — LIL, 
JT |z| >. J— 0, Iz|>T. _ 


7.21. Démontrer les égalités suivantes: 


1. |sinzl"+|sinz|=2 D) 6(7—kn). 
R= — oo 


e 
—) 


2. [cosx|"+|cosz|=2 8 (rx). 


k= — 00 


Indication. Utiliser l'exercice 7.14 (3 et 4). Soit 


D a (z) ph = f (+) 
k=0 


une équation différentielle linéaire d'ordre m à coefficients az (r) € C® (AR!) et 
fe Z'(R'). Sa solution généralisée est toute distribution y € 7’ (R1) vérifiant 
l'équation (+) en un sens généralisé, i.e. 


(2 où @ y, p)=(f, q) pour toute (7) € Z (R'). *) 
k=—0 


*) Parfois, on dira pour abréger « vérifie l'équation dans 7’ » au lieu de 
« vérific l'équation en un sens généralisé ». 


%4 DISTRIBUTIONS (CH. It 


Toute solution de l’équation (+) peut être mise sous forme de somme de sa so- 
lution particulière et de la solution générale de l'équation homogène associée. 


7.22. Trouver les solutions générales dans Z° (R1) des équations 
suivantes : 

1. zy = 0. 2. « (x) y — 0, où & E C°’(R1) et possède un seul zéro 
d'ordre À au point x = 0. 3 a(z)y —=0, où a€Cet a > 0. 
4. (z—1)y=0. 5. z(z—1)y=0. 6. (2° —1) y = 0. 7. xy = 1. 
8. zy= D .9.2"y—0, m—2, 3,... 10. ay — 2. 

11. (x + 1)? y = 0. 12. (cos x) y = 0. 

7. 23. Trouver les solutions générales dans Z° (R!) des équations 

1. y" = 0. 2. y = 0, m = 2, 3,. 

7.24. Démontrer que la solution générale dans %'(R1) de 
z'y9 = 0, n > m, est la distribution 


m—1 n— 1 m— 
y = ÿ az0 (x) ah D ÿ b, 6} (x) + > cxx*, 
R=—0 k=m k=0 
avec az, br, ©, des constantes arbitraires. 
7.25. Trouver les solutions générales dans Z’ (R?) des équations 
4. zy’ = 1. 2. zy = P +. 3. z°y' = (. 
4. 2°y = 1. 5. y” = 6 (x). 6. GrDy 0. 


7. (z + 1} y” 0. 8. (x + 1) y” = 
7.26. Démontrer que la solution rénérale dans 3° (R?!) de l’équa- 


tion xy = sg x est la distribution Cô (x) + # + , OÙ 


1 _ p(z)—œ (0) p() 
(Pr o)= | a+ | Ltde 
Ix1<1 Ixl> 1 


7.27. Démontrer que si f € 4° (R1) est invariante par transla- 
tion, i.e. (f, ®) = (f(x), (zx + h)), k étant un nombre réel quel- 
conque, alors f = const. 


Indication. Démontrer que f’ = 0 et se servir de l'exercice 7.23 (1). 


7.28. Trouver la solution dans ” (R1) de l'équation 
af” + bf" + cf — mô + nô’, 
avec «a, b,c, m, n donnés. 
Considérer les cas suivants: 
4 a=c=n—1Â1, b=m=2 
2. b=n—0, a=m—=1Â, c = 4. 
3 b=0, a=n—=1, m—72, c = —4. 


7.29. Démontrer que le système 3 — A (zx) y, où la matrice 


A (x) EC (R1), ne possède dans %” qu’une solution classique. 
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7.30. Soit 0 (x1, Zes + - ., Tn) — 0 (1) - - . 0 (zh). Montrer que 
ôn"8 
ado, = 0(x)=8 (x, .. Tn) 
dans %° (R”). 
7.31. Considérons dans le plan (x, y) un carré de sommets 
A (1,1), B(2, 0), C (3, 1), D (2, 2). 


Etant donnée une fonction f égale à 1 dans ABCD et à O à son exté- 
rieur, calculer 
fuv— xx. 


7.32. Soit G lun domaine € R° limité par une surface régulière 
par morceaux S et soit donnée une fonction f € C1 (G)NC4(G;), où 
G, = R®\G. Démontrer la formule 

(4 

_ = {2 } + {fs cos (ne, z;) 0, i=1, 2, 3, 
dans 2’ (R%); n = n. est la normale extérieure en un point x ES 
à S et {f], le saut de la fonction f (x) quand elle traverse S de l'exté- 
rieur vers l'intérieur: 


lim f(z)— lim f(z)={fls(), zes. 
G x'—x, x’EG 


x'—x, x’CGi 


Réponses et indications 
7.6. 4. —6(z). 2. 6tm-1) (z— 20), 3. — 6(m-1) (z— 20), 4, 26(m-1) G}. 5. S£ z. 
6. 26(m-3) (z). 7. O(x)cosz. 8. 6(r)—0(r)sinx. 9. CHI 9 (5) 2. 
40. (me à) LORD (x). 11. Gt D + abtmn + .+am-16-—+ amÿ (x) eax. 
7.7. 1. y'=sgzsinz+|z|cosz, y "=2sgzcosz—|z|sinz, y "= 4 (x) — 
—3sgzrsinz—|z|cos r. 2. y =sgzcosz—|zx|sinz, y” —26 (22 sin 2 


—|z|cosr, y”—20" (r)—3sgzrcosz+|z|sinz. 2. Solution. ((# 2) , ?)= 


—(#+, TT [ LE de —tim ( j +) à 


e—0 


—€ ( 
nr pete 2 
En —lim 1) o (Ï+ + = lim + 1) 


ra 


e0 dim | 


e—0 — € 


x 208 eo penin ( 20e p (0) _ _p(—e)— 20 (+ 1 9) 


(+. p); pe. 


7.44. 1. 6tm-t (z+a)—6tm-D (x—a). 2. D) ôtm-h(z—%X). 3.2 Ÿ x 


R= — 00 kR= — 00 


X (—1)* 60m-0 (2—kn). 4.2 D (#34 BMD (2 — (2x4) . 
R== — 00 
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7.15. p= + D ô(x—2kn). 


R= — 00 
716. f—1—2 D) O(r—2k—1), fm = —2 Ÿ 6m (z—2x — 1) 
R= — 00 R=— 00 
m=—2, 3, 


7.20. Indication. Utiliser les exercices 7.13 et 7.19. 1. y'—=0(z)cosz, 
° [+] 


pm = 1 (—4)h-1 m-2h) (2) 0 (2) (sin z)m, m==2, 3, Où [+ | est 
k—1 


[=] 

2 

la partie entière de _ . 2. y '—=0(z)—0(z)sinrz, ym—= D (—1)#-1 x 
R=—1 

XxX Ôôtm-2k+1) (x) L GO (zx) (cos zx), m = 3. = 20(1—|zl)z + 

FSG+1—8 (1, y" —=20(1—]x| "2 + 156 Ë — 1) F Ô" (zx + 1) — 


— 0" (z—1), pm Er D OMR) (x + 1) — 6m) (zx — 1)], m— 
= À 


= 3, 4, ... 4. y =0 (x) —06 (7—1) +20 (z—1) x, y"—06 (x) + Ô(z—1) +20 (z—1), 
yo) — 26m) (z— 1) + 6m (r—1) + 6m (x), m—=38, 4, ... 5  y'— 
= 26 (x + 1) (z+ na a = —20 (2) +20 (+1), y = —260m2 (2) + 
+ 261mTS) (z+1), m—3 6. y’—28 (x) z-—40 (z-—1) —20 (zx—2) (r—2), 
y" = 20 (x) — 20 Ta 6 (— 1), yo = — 20(Mm-3) (zx) — 26(Mm-3) (x — 2) — 46tMm-2) X 
X(rz—1), m=3, 4, ... 7. y =0(n—]|zl)coszx, ym=0(n—]|2z])(sin r) "ME 


[1] 


+ D (— 1) {6m-2h (24) — 6m2h) (x —n)}, m—2, 3, ... 8. y°= (20 (x) — 
h=1 


[+] 
—O(n—]z|)]cosx, ytm=0(20 (x) — O(m— 1z|)}sintm(s) — NN (—1#Xx 
R=1 
X {20(m-2h) (2) + ôtm-2k) (z+ 7) + 6tm-2h) (z—n)}, m—=2, 8, 
7.22. 4. Solution. Supposons qu'une solution y€ "existe. Alors 


(y, zp)=0 pour toute pE Z. (x) 


Trouvons ce y. Nous avons (y, q)=(y, p(0)n(z)+ptx)— (0) n (x)), où n€E Z, 
n (x) = 1 dans [—e, e] et n (x) = 0 à l'extérieur de | — 3e, e]. 


@ P= (0), n + (y, LA LONE | Lo C+ (y 2p (2), (ee) 


L 


C=(y, n) et pu e01 ç3 (voir solution de l'exercice 
6.7). En vertu de (+), (y, pet. L'égalité («+) entraîne alors (y, p) = (C6, p) 
quelle que soit mE Z, i.e. y—Cô(zx). Il reste à remarquer que C5 (x) vérifie 
l'équation zy—0. 2. Cô(x). Indication. Utiliser l'exercice 6.7 (2). 3. O0. 
4. Cô(x—1). 5. C6 (x) + Coô (z — 1). 6. Caô (z— 1) + Co (z +1). 7. Cô (x) + 
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m—i1 
. 8. CÔ a+? +. 9. D CE) (zx). Indication. Ramencr à la résc- 


Rem 0 


lution d'une équation de la forme zz(x)—f(x) en désignant successivement 
amy (x)=2(x), zM2y (x) =z(zx), et ainsi de suite, puis utiliser le résultat 


de l'exercice 7.22 (1). 10. Coô (x) + C0’ (+28 +, où P— 


+. 


est la distri- 
bution de l'exercice 6.24. 11. Coô(z+1)+C10  (z+1). 12. D Cd X 
hk= — 00 
X (2-5 kn 
7.23. 1. Solution. Admettons qu'une solution y € Z" existe. Alors 
(y, P)=0 pour toute pE Z. («) 


En vertu du résultat de 6.8 (2), toute ®E Z est représentable sous la forine 


Q (x) = po (2) | p (x) de + qi (a), 


où m1. €Z et qo(x) est une fonction d'essai quelconque satisfaisant à la con- 
oo 


dition | Po (z) dx = 1. Donc 


(y, p= (y, Po | par+qi)=( Fo) | pdz+(y, qu). 
Puisque, selon (+), (y, p;) = 0, et (y, Po) = C, on a 
(y, p=C J pdr=(C, q) pour toute pe Z, 


ie. y = C. 2. Co+ C1z ... + Cm12%"4. Indication. Ramener l'équation 
à la forme z’ = f(x) en désignant successivement y MD = 7, y (Mm-2 = z, et 
ainsi de suite, puis utiliser le résultat de 7.23 (1). 


7.25. 1. Ci + C,0 (x) + In | z [. 2. Ci + C29 (x) — P J. 3. Ci + 


+ CB(z) + Cô(x). 4 Ci C8 (x) + Caô (x) — P _ 5. Co+ Cr + 


+ 0 (:)z. 6. Co + cz C29 (z + 1) (x + 1). 7. Co + Cet Ch C6 ET 1) + 
+ C0 (z + 1) (z + 1). 8. Co + Caz + Cort + C0 (x + 1) (e + 

7.28. 1. O()e*(1+ 2). 2 + O()sinr. 3. O(s)e%. Indication. 
Chercher la solution sous la forme 06 (x) z (x), où z € C3 (R1) est la fonction 
inconnue. 

7.31. —20(z2—1, y—1)+20(r—2, y) + 26 (x — 3, y — 1) — 
— 20 (x — 2, y — 2). 


7—01026 
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$ 8. Produit direct et produit de convolution 
des distributions 
On appelle produit direct des distributions f (x) € Z’ (Rr)et g (y) € Z’ (RM) 
la distribution f (z)-g (y) de Z° (Rrt") définie par 


Ge), pa, v) = GG), (eu), p(z, y))}, pEZ(Rntm). (1) 
Le produit direct est commutatif, i 1.0. f (x)-g (y)= g (y):f (x). 
SifEF'(R) et gE At alors le produit direct 1e £ A) est défi- 


ni par la formule (1) avec LE «$ (Rmtn) et appartient à 
La dérivée du produit direct jouit de la propriété suivante: 


DY GE ()-e y) = Dre); DÉF(ze GW) = f(x)-DÆe(y). (2) 


Si (x) E 7’ (Rn) et v(r)E Z'(RT), les distributions pu (xr)-6 œ et 
— v (x)-6” (t) sont appelées simple et double couche sur la surface t — 0 de den- 
sités respectives pu (x) et v (r). En cas de densités continues, ces définitions coïn- 
cident YA OP des $$6 et 7, i.e. u (r)-6 (4) = u (x) Ô (4) et — v (x) 0” (4) — 
= — v (zx) 0 (t 

Une distribution 6 (at — |z |), a > 0, de Z” (R?) se définit par 


6(at—|z1) = 0 (+) 8 (at + x) + 6 (4) Ô (at — x), (3) 


où les distributions 0 (2) 6 (at + z)et 6 (1) Ô (at — x) résultent des changements 
de variables linéaires +” = t, £ — at + x dans 0 (t’)-6 (E), i.e. 


(8 (+) S(at+z), p)= ( o(— at, #'}dt' 
0 


et 
(O() 8tat—2), p= | pt, #9 dr. (3,) 
0 

8.1. Démontrer que supp (f (2) -£ (y)) = Supp / X supp £. 

8.2. Démontrer que dans Z° (R"*1 (zx, t)) . 

1. (2-80, p = (am), p(, 0). 

, . 0 
2. (10 (2)-8" (4), ®)= — (wo (x), “ot à) 


Indication. Utiliser la formule (1). 


8.3. Démontrer que 1. 6, (x, t) est une simple couche de densité 
8 (x) sur l’axe t = 0 du plan (x, ti). 
2. — 0,, (x, t) est une double couche de densité 6 (x) sur l'axe 


L = 
Indication. Utiliser l'exercice 8.2. 
8.4. Montrer que 


1. 60 (x)-0 (z2)+ . .. 0 (xx) = 0 (ru, Los + + +, Tn). 
2. Ô (x) -O(za)" - . « *Ô (Zn) = Ô (T1, Tes + + +; Tn)- 
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8.5. Montrer que 


d"0 poses on 
Fan) = 6 (24)- 6 (2) c..* Ê(Zn). 


8.6. Montrer que (f-g) (x +zxzo, y) = f (x + to) °£ (y). 
8.7. Montrer que 


a (x) ( (x)-£ (y)) = a (x) f (x) 8 G), 
où a EC” (R”). 
8.8. Démontrer que dans Z’ (R°) 
1. 2 O(at—|z|)=aô(at—|z|). 


2. 2 6(at—|z|)—0(#) 8 (at +x)—0(#) 8 (at —x). 
8. (0 (ai—1xl), p)=—0 (ô(at—121), SE). 
4. 2 B(at—]|zx}), p)=— (0(#) (at+ x), )+ 


+ (0 (9 5(ai— 2), æ). 


Une distribution de la forme f (x)-1 (y) est dite indépendante de y. Elle est 
appliquée à la fonction y selon la règle suivante: 


GL@ p= | (Fe) per dv. (4) 
8.9. Montrer que 


1. fre) vo mau= (ie) Lots né). 
2. Di (f(x)-1 (y) = 0, où fEZ, la lÆ0. 


On appelle produit de convolution de deux fonctions f (x), g (x) localement 
intégrables dans R" telles que la fonction 


h@= À 1406 (eu dy 


soit elle aussi localement intégrable dans R', une fonction f+»g définie par 
ob (rue ns | et fev ds ne. 


On dit qu'une suite {n; (z)} de fonctions € 7 (R*) converge vers 1 
dans R" si elle possède les propriétés suivantes: a) pour une boule U, quelcon- 
que il existe un numéro W tel que n4 (x) — 1 pour tous leszEUR&k>N;: 
b) les fonctions {n,} sont uniformément bornées dans R? ainsi que toutes leurs 

crivées, ji.e. 


[Dnr (x) | LCos ZE RT, k=1, 2, .…, 
a quelconque. 

Soit {nz (x; y)} une suite quelconque de fonctions € Z (R°?) qui converge 
vers À dans R°" et supposons que les distributions f (x) et g (x) de Z° (Rn) sont 
telles que la suite numérique 

FG)-8G@), nn G; y) & + y)) 
7* 
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tende vers une limite lorsque X —- <. Cette limitr sera notée 
(Greg (ui 4 (x + 5)". 


On appelle produit de conrolution, et on notc fag, une fonetivnnelle définie 
par la formule 


(eg, p) = G G)-8 G), q (r + y)) = Jim Œ (z)-8 (y), Na (x y) p (& + y)), 
pEZ(RT) (5) 


Lo produit de convolution cst commutatif, i.e. feg = gef. 
Dérivation. Si le produit de convolution /+g existe, il en est de même des 
produits de convolution Df»g et frD%y. Ceci étant, 


D°fsg = D° (f»g) = f»D°e. (6) 
Le produit de convolution est irvariant par translation, i.c. 
fa + heg (x) = (frg) (G +h), hERN. 


Conditions suffisantes. d'existence d'un produit de conrolution. 
I. f étant une distribution arbitraire € =’ et g une distribution à support 
borné dans Z”, le produit de convolution f:g existe dans ©” et cst représenté par 


Geg, p) = Fe) nyP&+ y), pEZ (7) 


où n est une fonction d'essai quelconque égal® à 4 au voisinage de supp £. 

II. Désignons par Z”. l'ensemble des distributions € %#° (R1) s'annulant 
pour z<0. Si f, g€ 24, leur produit de convolution appartient à %; et se 
éfinit par 


| (eg, p—=U(z)-£ (y), n1 (2) n2 (y) p(z+py)), (8) 
où 
4,1>— 
nn (= 0 2 an NRECL(RI), k=1, 2. 


L'ensemble Z° constitue donc l'algèbre de convolution. 


8.10. Admettant que f (x) et g (x) sont localement intégrables 
dans R", montrer que leur produit de convolution est une fonction 
localement intégrable si 

a) f et g sont absolument intégrables dans R”, 

b) f ou g est à support borné, 

c) f—=0 et g = 0 pour r<0; n = 1. 

8.11. Montrer que sous les conditions de l’exercice 8.10 c) on a 


Gug)(x)=0(2) | f(y)8(x—u) dy. (9) 
0 


8.12. Montrer que 

1. Oxf—frô=f. 2. 8(r—a)+f(x)=f(r— a). 
3. Ô(z—a)e Ô(r—b)—=0(z—a—b). 

4. OT af =f 5. Om (z— a) «f = (x— a). 
8.13. Calculer dans Z” (R!) 

4. 6(z)#0 (x). 2. O(x)#0(z)z2. 3. else”, 
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4. es res, a 0. 5. 6(z)2° +0 (x) sinz. 
6. G(x)cosr «6 (r) z°. 7. O(2)sinr«0(z)shz. 
8. O(a—|x|)#0(a—|zx|). 
Démontrer es assertions 8.14 à 8.28: 
2-1 
8.14. Si fe M=0G) Le a>0 entier, Rea;>0, alors 


fa *18—=Îa+8- 


, 4 2" 
8.15. Si Ja (x) = a V 2x € a ? a>0, alors fa fe = Îyasts- 
8.16. Si f,(n—=—",aœ>0. alors fasfa— fus. 


A (2° --@*) 


8.17. sunp(fsg)CIz:z=y+2, yEsupp}, zEsupp£gl. 


Indication. Utiliser l'exercice 8.1. 


8.18. Si f, g E D,, alcrs ex fee g = 6e (fe). 
8.19. Si €", p ED, alors f+p = ({ (y), p (x — y)) EC” (RY. 


Indication. Utiliser la formule (7) et l'exercice 8.9 (1). 


8.20. Si fE Z', fsp—0 pour toutes les p € et suppwE 
€ [x << 0], alors / — 0 lorsque x << 0. 

8.21. Si le produit de convolution j # 1 existe, il est une constante. 

8.22. Pour qu'une distribution soit indépendante de zx, il faut 
et il suffit qu'elle scit invariante par toute translation sur zx:. 

8.23. Pour que f (x) € Z° (R") soit indépendante de zx4, il faut 
et il suffit que JL = 

8.24. Si f E 4° cct indépendante de zx;,, il en est de même de feg. 

8.25. L'équation Lô su — 6, où 


L= Te +a + ce. T Em-1 (2) + am (Z)» 


ag E C® (A), admet pour solution, dans 3° (R1),u (x) = 0 (x) Z (x), 
Z (x) EC" (ET) étant solution du problème 


LZ —=0, Z(0) = Z'(0) = ... = Z0-9(0) = 0, ZP-(0 ) = 1. 


8.26. Dans 9, l'équation Lô su = j, f € D, admet commesolu- 
tion u — 0Z «f, avec Z (x) de l'exercice précédent. 
8.27. L'équation d'Abel 


| Ed = 8 (2), 


] («9° 
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où g (0) =0, gE CtT(z22>0),0 << & << 1, a pour solution la fonction 


< 
sin 71@ g' (E) dE 
UT =— | —— |, 
DE x (a—5)!"4 
Indication. Mettre l'équation sous forme de produit de convolution 
u (z)ez % — & (x) (admettant que u = 0 et g = 0 pour z < 0) et utiliser l’exer- 


cice 8.14, où B—1—a 


8.28. Dans Z° (R!), l’équation 8 (x) cos zsf—=g,où gEC!(rz > 
> 0), g = 0 lorsque x < 0, admet pour solution 


f()= 8 (+0 () | 1 &. 


8.29. Soit un circuit électrique formé d’une résistance R, d’une 
self Z et d'une capacité C. A l'instant £ — 0 le circuit est branché 
sur une f.é.m. E (t). Montrer que l'intensité à ({) du courant dans le 
circuit vérifie l'équation Zsi — E (t), où 


Z= LS (t)+ R6( +0 


cst l'impédance. 
8.30. Soit fCD'’(Rr+1). Démontrer que 
4. [Ô(z— ro) 0 (t)]* f(x, t)—f(t—ZTo, t). 
2. (6(z— 20) 6m (te f(x, = Tn D, 
8.31. Calculer les produits de convolution dans Z'’(R”): 
1. f*0s., où f(x)EC et Ës, (x) est une simple couche de densité 
4 sur la sphère |z|—R (voir $ 6). 
2. fr 68, où fEC1. 3. 8s,»|zP, n=3. 
à. ôs,*e”txf, n—=3. 9. ôs,*sin|zf?, n = 3. 
1 
6. ÔsR* TE n = 3. 


z | 
8.32. Calculer dans Z” (R°) 
1. 6 (t)ze0(x)t. 2. 6(t— |xz D#0(t— |zx |). 
8.33. Soit f, g E D’ (R'+1), f (x, 1) = 0 pour t L0 et g—=0 en 
dehors de l*. Démontrer que le produit de convolution gf existe 
dans 2°’ (Rr+i) et s'exprime par 


(get, p)=(Lg{E, tf(y, 7), ntn(nn(aé — 16) x 
X p(E+y, t + T)), 
p € D (R*), 


où n (€ C7 n(é) = 0 pour t<< —8 et n(t)=1 pour {> 
> —e(0< e< 6). 
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8.34. Soit g(z, )E D'(R"**), g=0 à l'extérieur de T* et 
u (x) E D’ (R”). Démontrer que 
4. geu(z)-0 (t) = g (z, tjsu (zx), la distribution g(x, t)+u (x) 
s'appliquant à @ d’après la règle 
(gx, thsu (x), p) = (g(E, t)-u (y),n (at — LE F) X 
X p(E +y, t)), 
p € D (ART). 


Pelx, t) 
2. geu (a) 80 (= À (8(x, deu (e))= EE ou (2). 


8.35. Calculer dans g (R?) : 

1. 6(at — |x lelo (6-6 (x)], a > 0, où o (t) EC(t > 0) 
et © (1) = 0 lorsque t << 0. 

2. O (at — |zx l)+16 (4) -8 (x)]. 


8. O (at — [x |}«-2L0 (9) -6(x)1. 
4. 6 (at — |x l)+1[0 (1)-6° (x). 


Introduisons une distribution f. (x) dépendant du paramètre &, — 00 < 


<a < co: 
O(r)r%71 
fa a={ Fe 70 


fa+1, a < 0 
(cf. exercice 8.14). 


8.36. Démontrer que fasfp = fa+8: 
8.37. Démontrer que 


Jo*= +, j- 


=, fÎn* =0+*0%...*0. 


n fois 


L opération de convolution f_,+ pour & > 0, « non entier, s'appelle dériva- 


tion d'ordre & (non entier) (cette dérivée est notée u(®), j.e. u(®) = fa-vu); fo* 
pour « >> 0 est la primitive d'ordre a (cette dérivée est notée (ay Àee Lg) — 


= f,+u). 


8.38. Trouver la dérivée d'ordre 3/2 de 8 (2x). 

8.39. Trouver la primitive d'ordre 3/2 de 8 (x). 

8.40. Trouver la dérivée d'ordre 1/2 de f (x), f — 0 lorsque x 0. 

8.41. Trouver la primitive d’ordre 1/2 def (x), f = 0 pour z << 0. 

8.42*. Notons &’ l’espace de distributions à support borné muni 
de la convergence suivante: f, — 0, k — © dans 6” si a) fr — 0, 
k —+ co dans Ÿ” et b) il existe un nombre R tel que supp f, € Ur 
pour tous les k. Démontrer le théorème : si l'opérateur linéaire continu 
L de €’ dans D’ commute avec l'opération de translation, L est l'opé- 
rateur de convolution, L = fo*, où fo — Là. 
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Réponses et indications 


8.8. 1. Solution. En vertu des formules (3) et (3,4) on a 


(59612), p=—(O(at—1z), a)=- Ï Î RE dr dr = 
7% xl 

= [ P (z, LT) ace [ocar. t') dt’ La [ œi(at’,t’)dt'= 
7e 0 ) 


= (a6 (+) Ô (at+-x) + a0 (1) O (at— x), p}—(aô(at—|xzl), y). 


x 
8.13. 1. Solution. En vertu de la formule (9), on a 6*0—0 (x) | 8 (y) x 
Û 


X 0(z— y) dy=0 (x) | dy=6(z)z. 2. (2 3. e-IxI({+]zl). 
0 


ax? 
a. V € ze 2 . 9. O(x) (224 sin° +). 6. O (x) (3z2 +6 cos x—6). 7. 9 x 


X(shz—sinz). 8. 6(2a—|z7|)(2a—|x|). 
8.20. Indication. Appliquer l'exercice 8.19 à q (— zx) en posant z — 0. 
8.29. Indication. Utiliser l'exercice 8.26. 
8.30. 2. Solution. En vertu des formules (2) et (6) et des résultats 8.4 (2) 


et 8.12 (2), on a [6 (z—zo)-60m (6)] » f (x, 4) = [6 (z— 20) 6 (t)] = f (x, 1) = 
Tom DO (20, 0» f (a, pese, 


8.31. 1. 1(y) dSy. 2. Solution. En vertu de la formule (7) et de la 
Ix-yI=R a 
définition de la double couche (voir 8 7), on a ( fr és ?)=(1 (y) X 


x En eU+b)= (1, (À 6, Ex n © w+5))= 
=] ru | A Vin 4)#=— | (a j'e-Doumar) as 
R? 


dim 


ë J EE é o)- 8. \ pas | |z—y |? dSy = 
ly 


27 


_B<R e-V=R 
-|{ (z(°+ R°—2R || cos 0) R2 sin 0 d0 dp=4nR?(|z[2+R?). 4. TX 
0 

C-R-EDEe-R#IaD), 5. sin(R3+|z|)sin2R|zlk. 6. TT * 
1+ (1x) +R) 

XI LE GI RY 


22 
8.32. 1. Impossibilité. 2. Ot—|:) À 
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8.33. Solution. En vertu de l'exercice 6.26, on a A T)=n (1) f(y, 7) et 
g(E,t)=n(t)n(at—]|5if)g(£, t)}, puisque n(t)=1 au voisinage de 
SPP / GE. Delt>0, et mnt —|Ef)=1 au voisinage de supp (E, 1) c 
cT+(T+ est un domaine tel que a2t2—[E [2 >> 0, 120). En vertu de la for- 
mule (5) (gwf, œ) — Jim Le (E, t)-f (y, mn, & y, D Eu, t+1)) = 


= lim n&n (tr —|E )e Ten (tr) f (y, Th, nn 5 y, 7) p (B+ y t +T))— 
= dim (GE, #)-f 0, 7), nUjn(r) n (at —[6 F5) na, #5 y, T)pG+y, t+7r))= 
= (G z (E, t)-f(y, T), n(n(r)n(at—]5 ff) p(E+y, t4-T)), parce que 
néin(r)n(at2—|#5f)p(£+y, 1+7)€Z (Rn+2). 


8.34. Solution. 1. D'après la formule de l'exercice 8.33, l'associativité 
du produit direct et la formule (1), (z+{u (x) -6 O p) = ([g Œ, th-u (y)]-6 (x), 
U (tn (tr) n el El) pE+ y t+T))= (EE, tu Ge A (t)n (GE | EI?) X 


XP ÿ: t)). re en vertu de peer 6 2, n () £, parce que 


Xpz+E, DHEZ (R'*). 2. En vertu des formules @). (6) et de celle de 
l'exercice 8.34 (1), on a g« u (x) -6(4) (4) —g « — _ (u(z)-6(t))—— _ (g(z t)su(r))= 


_ GRg(x, t) 
7 th 
8.35. 1. Solution. En vertu de la formule de l'exercice 8.34 (1), on a 


(7, q)=(O(at—1zl-o(r), n@t—[|zf) q (x, +71) = ÉCRIRE (at—Iz|) X 


su (x). 


4-12 


Xp(z, {+T) drdt) dt — Nl p(z, t”) (O(et—1) | & (T) ar) drdt’. Par 


0 
PAL LR 
a 


conséquent, Z —0 (at—|zx}|) | @ (t) dt. 2. G(at—|r}) (1) + 3. O(at— 
0 
—|zl). Indication. Utiliser l’exercice 8.34 (2). 4. —6(at—|z}) SZ 


8.38. Solution. O/(2) = f_3, «0 = fl17s » 0 = fig 0 (fi, « 0)" = 
x 
d? ) a __d& 
dz* F r (+ ) VE 7) 0€). 


8.39. Solution. 6 =; o-+® — 2Vs 
olution. Oe,,, (2) = f3,,* (5 [ve E dE — APTE r(S) 


8.40. Solution. f/2 (:)=—f_ ati =fipssf— Gyen=r ( ) 


ep 
f ®) 
«| Je + 


sa OT 1® 


Va LE 
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$ 9. Transformation de Fourier 
des distributions tempérées 


La transformation de Fourier F [] sur les fonctions de ç# est définie par 
la formule 


Flol@= | ef: q (a) dx. (4) 
La transformée de Fourier F [f] d'une distribution f € $' (Rr) est définie 
par la formule 
(F (A, ) = G, F [œl). (2) 
L'opérateur 
Peer Fa 1€ #' (3) 


(transformation inverse de Fourier) est l'inverse de PF, i.e. 
FA[FIM=/f, FIFA =f, FES. 


Les formules suivantes sont valables (f, g € #’): 
DOF(fl=F [(iz)® fl, 
F(D*f]=(—i8) F [f], 
F{f(z—20))=e%%0 8 ff), 
F(f](E +80) = F [f (2) efæ 60)] (E), (4) 
FUG= rl (S), 40 


FF (ee (v)1=F(f] (@)-F [g] (n), 
F{fs»#g]=F{f]F [ge] (f ou g est à support borné). 


La transformation de Fourier F, par rapport à la variable z d'une distribu- 
tion f (x, y) E P' (RAM), où zx € R', y E RM, est définie par la formule 


(Felf( DlE y PE = y), Flo plz y), pe (Rrtm). (5) 
9.1. 4. Soit f(x) EC*(R!), k>0, et | 1% (a) dx < ce, ak. 


Démontrer que F[f]EC(R1) et |[E[*|F[f] (E)| <a. 
2. Soit f(x)EC*(R"), k>0, et |z"*|Df(z)l La, lal < k, 
1=>1 entier. Désnontrer que 
FIfIECI-1(R") et [EF] DÉFIS (E <a, 1B|<I—1. 
9.2. Démontrer que f—F"1{F#{f]], où F”1 est défini par (3) 
pour 
1. f(H)ECCRT), ]zPte|f(D1<a, [Et] F [SD I<e, e> 0. 


2. fG)EC(R), || (aldr<oo, a<2. 


3. f(x)ECr+1 (CRT), [D (2)||zfr+i <a, |a|<n+1. 
Vérifier que le cas 3 découle du cas 1. 
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9.3. Démontrer la formule 


EDF [ol (E)=üHBIF [DP (2%p)] (E), pe. 


9.4. 1. Démontrer que si q € #, alors il en est de même de F [ol]. 

2. Démontrer que la transformation de Fourier est continue de 
Ÿ dans #,i.e. x —> p, k —+ o, dans # entraîne F [p;] —+ F [p] 
dans #. 


Indication. Utiliser l'exercice 9.3. 


9.5. 1. Démontrer que si f € #’, alors F [fl € #’. 

2. Démontrer que la transformation de Fourier est continue de 
#’ dans #’, i.e. f, + f, k—+ oo, dans #’ entraîne F [f,] + F [f] 
dans #’. 


Indication. Utiliser l'exercice 9.4. 


9.6. Démontrer que dans #’ (R”) 
1. F[Ô(z—20)] = ei& xo), 2. F [6] —1. 
3. F[1]=(2x)" 6 (E). 
4. F[ Eee) — COS LE, n=1. 


5, [SE T0) | int, n—1. 


2i 
9.7. Démontrer que dans #”’(R”) 
1. FID*6]=(—iE)". 2. F[z2] = (2x)" (—i)iei D°8 (E). 
9.8. Trouver les transformées de Fourier des fonctions suivantes 
(nr = 1): 
1. O(R—]zx)). 2. ext, 3. eixt, 4, ext. 
5. f(x) — Opourz<0, f(x) =4k, k<z<L<k+1,k = 0, 1,. 
9.9. Démontrer (r = 1): 
ax 1 
1. DURE a > (. 
2. FRE TRE a>0. 
3. F[e-"lxl] = FE a > (. 


4. F | =2ne sil, a>(. 
9.10. Moyennant les formules de Sokhotski (voir exercice 6.19) 


et les résultats 9.5 et 9.9 (1 et 2) démontrer que 
1. FI(2)1=n6(E)+i9 +. 


2. FI8(—2)]=n68(E—i8 +. 
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9.11. Trouver les transformées de Fourier des distributions sui- 
vantes (n — 1): 
1. 6, k—1,2,... 2. O(x—a). 3. sgz. 4. +. 


” 


1 
d LD ‘ GC. |z |. 7. O(x) x", k=1,2,... 


8. xl, k=2,3,... 9.22, k—1,2,... 10. 2*6, 
k=1,2,... 

11. 26m (2), m>k. 12. S (+ étant définie dans l’exer- 
cice 6.24) . 


13. P—, où F + est définie dans l'exercice 7.10 (4). 


14. D a ô(r—k), [a |LC(1+1Kk1)". 
15. EYE (x) (pour la définition des dérivées d'ordre non entier 
voir $ 8). 
9.12. Démontrer que 
F [S r]= —2c—21In|£|, 


1 
avec C—= | + du— | —— du la consilante d'Euler et 
U 


PTE R) définie dans l'exercice 7.26. 


9.13. Démontrer que 
1 
F[S RFlS — 2nn|E]— 2x6, 


où la distribution ® —— st , TC R2, est définie par la formule 


[x 
CRE CORRTE 


EXE Tr 
Ixi< 1 Ix|> 1 


D EC oO qu = (20 du, 


0 1 
Jo étant une fonction de Bessel. 
9.14. Démontrer que 


B(R—Iz|) sinR|E| 2 
Fer Er J= = 27 Er * *ER 


9.15. Démontrer que 


rl: z € R3. 
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9.16. Démontrer que 
1° 27i . 
F[-]=<. C—=E+in. 


9.17. Trouver l’image de Fourier de la distribution Er Ôsns 


n — 3, définie au $ 6. 

9.18. Effectuant la transformation de Fourier sur l'équation 
z" y=0, n=1, 2,..., démontrer que la solution générale 
de celle-ci dans Z'’(R1) est y = Cô(x) + C,ô” (x) + ... 
... + Cn100 D (x). 


Indication. Utiliser l'exercice 7.23 (2). 
9.19. Démontrer par transformation de Fourier de l'équation 


z'yN =0,n>m>zi, n, m entiers, que la solution générale 
de cette équation dans Z’ (R1) s'écrit 


m—1 mi n—1 
y= D art + D Oran D Cn8 7 (x). 
R=0 k=0 k=m 
9.20. Démontrer que dans #Ÿ"(R7+1(z, t)), où (x, t)=(x4, ... 
> Tno L), 
1. FLlô (x, 1)]=1 (6): 8 (+). 
‘ omf (x, om 
2. Fa [EE | Falf (es I. 
9.21. Démontrer dans #’(R"*") les formules suivantes : 
1. DÉDÉF > [f (2, = Fal(iz)*DYf]. 
2. Fe1DSDÿfi=(— it)" Fz (Dyf]. 
9.22. Soit fEŸ’(R”). Démontrer que dans #'’(R"*!) on a 
Fs1f(2)-0()]= F [f] (E)- 6 (6). 
9.23. Démontrer que dans #’(R2?): 
_o7ÿ O() er 
1 t a282t) — ka2t 
FE [0 (t) et] aVa . 
Indication. Utiliser la formule (3) et l'exercice 9.8. (2). 


9.24. Démontrer que dans #’(R”*{) 


FE [6 (t)e-cll2t] — 06 (6) =) e haït, 


Indication. Utiliser l'exercice 9.23. 
9.25. Démontrer dans #’ (R2) la formule 


Fa [0 (SE ]= 6 (at—1 1). 


Indication. Utiliser l'exercice 9.8 (1). 
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9.26. Démontrer dans #’(R°) la formule 
Fa [ 8 (+) SL | 6 (at—| x |) 


alé One Vaït2—]rf 
Indication. Utiliser l'exercice 9.14. 
9.27. Démontrer que dans #” (R) on a 
sina|Elt ] _ 6() 
Fa [0 alël 0 Le Tnt Vo: (x), 
(ici Sas = {x : |x | = at}). 


Indication. Utiliser l'exercice 9.17. 


9.28. Soient f une distribution à support borné et n une fonction 
quelconque de % égale à 1 au voisinage du support de f. Démontrer 
que la fonction 


f(z2) =((E), nE) tb), 2 = x + iy, 


a) est indépendante de n, b) est entière et c) Î (x) = F (fl. 
9.29. Démontrer que si f et g sont à support borné et f+g = 0, on 
a f = 0 ou g = 0. 


Indication. Utiliser l'exercice 9.28. 


9.30*. Soit f une distribution à symétrie sphérique, i.e. f (Az) — 
= f (x) pour toute rotation de À dans R". Démontrer que si f a pour 
support le point 0, alors f (x) = P (A) 6 (x), P étant un polynôme. 

9.31*. Soit f une distribution invariante par le groupe de Lorentz, 
1.e. f (Az) = f (x) pour toute transformation linéaire dans À” qui 


conserve la forme x? — x? — ... — xn. Démontrer que si le support 
de f est le point 0, alors f (a = — P(O)6(x), P étant un polynôme 
et = Re — a 


Réponses et indications 


9.8. 1. 2 ES. 2. Vs e "3 Vre 4 Ve" 
co R+1 ) i oo 
5. Solution. F{fl= D k | dr — DE «8 (eÏè—1) —< — DRE 
k=1 À 1 1 
es —1 si eih& 
TE dE FDF PE ta série converge dans 2’ puisque S = je Converge 


| 
uniformément dar :s A1. 
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9.11. 4. (— it). 2. nô HAT 3. PL, 4. insgE. 5. Fir+ 

1 à 1 7@) 
Lin sg E. s.2(#—) = 28 — F 7 (9 [ nô ®+i8— | .8.(—D2x 
X 2n6(h) (E), k pair; TE (#8 — ë )”. k impair. 9. (—i)ktix (sg E)h, 


10. O0. 11. (— ik tm RE 12. —n|£|l. 13. Solution. En vertu des ré- 

sultats de L'exercice 7. 1 (4), de la deuxième formule (4) et de l'exercice 

9.11 (12), on a Fl#+ + |- Fl-5<s<+]- Sr[si 7 |-- Sn, 
2 dx z° 2 


14. Solution. En vertu des résultats 6.22 (2), 7-12 et 9.6. (1), 
(FL ù _ su (e— k)], o)E))= (, D en (æ— —h, FleŒ®))= 2 S' (oeié, q(E)= 


=( Di ane, p(à)), PES (R1). 15. Solution. F[O/2 (2)]=F[f_1,, * 0] = 
— 1/0 
=Flfin*0)=F [+ Bye © | = —58F Laye * 01 = —&r [2 ni «0 ]= 
= FO VAE ——— E)f és VE à 
r(2) r(5) 
9.17. mel. 


9.19. sollon. En vertu de la première formule (4), F [z"y(®]=0 entraîne 
F® [ytmw]—0. D'où, d’après les résultats 7.23 (2), 9.7 (2) et la formule (3): 
F [Qm (2)]=co-+aiË+ ane t, yim) = Boô (x) + 815’ (z)+ ... + ns X 

x ô(2-1) (x). Il en découle, en vertu des résultats des exercices 7.23 (2) et 
m— 1 n- 


7.6 (10): y—= à apzh + 5 b}0 (x) zm-k-1 à cn OR M) (zx). 


9.20. 1. Solution. Selon la formule (5) et “ l'définition d’une simple couche 
(voir $$ 6 et 8), (Fxl[ô(z, t)] (6,1), qm(ê, 1))=(0(x,t), Filp 6, #)] (x, t))=— 
= (ô(z,t), | er) D(E, 2) dt) = | (8, 0) dE = (1 (E)-6 (4), p E, #)). 2. Solution. 
En vertu de la formule (5) et de la définition de la dérivée d’une distribution 


coirsm,ona (Fr, [ EEE |, », dort 0, D Fe lp @, 01) = 


(nor (227) -(Arreonc). 


S 10. Transformation de Laplace 
des distributions 


Notons %: (a) l'ensemble des distributions f (4) de 3’ (R?) s'’annulant pour 


t <O et telles que f (t)e-%? € «$’ pour tout © > a 
La transformée de Laplace & (p) d'une distribution 1E D; (a) est définie 
par l'égalité 


F(p)=Flf(the-*](—o), 0 > a. 
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Ceci étant, f s'appelle original ct & image, ce qui sc note 
f (tr) <> F (p)}, 6>a; 
ici p=0<+ivw. La fonction # (p) est analytique dans le demi-plan © > a 
et vérifie la condition de croissance suivante : quels que soient e >> 0 et o, > a, 
il existe des nombres c; (0) > 0 ct m — m (o,) > Ù tels que 
1& (P)1< ce (oo) e*° (À + | p Ir, o > ©. 
Les formules suivantes sont valables: 
(— tn f(t) <> M) (p), 0>a, m—=0, 1, ...; 
ÉD (y + PME (p), O>a, m—0, 1, ...; 
f{heMesF(p—à), 0o>a+Rei; 


ju +g (2) , O>ka, k=>0} 


f{—rte-e PF (p)}, 6>a; 
fm (0 + LE, C>a, m=0, 1, ..., 
où fem cst la primitive m-ième de f € Z° (a); 

eg) (t)<—-F (p) $ (p)}, 0 > a, 
si 

g(t)<—$(p)}, o>a; 
; d 40 o+ioo g( ; 
= (42 ,\" _#° \p}) el” 
[O=; (z a) ] (p— ant? dp 

O—10 


est la formule d'inversion de la transformation de Laplace où l'intégrale ne dé- 
pend pas de 0 > © >, m = m (co). 


Démontrer les affirmations des exercices 10.1-10.9 et 10.11- 
10.14: 
10.1. Si f (t) est localement intégrable dans R!, f (t) = 0,t < 0, 
et f (9 = O (e*), t —+ co, alors f € D: (a) et 
F (p)= | f(the Pdt, 0o>a. 
0 
10.2. Si fED' (a),f( —F (p},,50>a et la fonction 
#F (6 + iw) est absolument intégrable par rapport à w sur R! pour 
un certain © > «a, alors la formule d’inversion prend la forme 
; O+ico 
fO=r | F(pedp. 
C—1i 
10.3. 1. D, (a) € D, (a) si & < ao. 
2. SifE#’ N Ÿ;, alors f E D4+ (0). 


610] 


TRANSFORMATION 


10.4. Si f € D, (a), alors: 
où p est un polynôme, 
2. f(Kt) ED, (ka), k> 0, 
3. f(t)et E D° (a + Re À). 
10.5. Si f, gE D, (a), alors f+g € D, (a) et on a l'égalité sui- 


1. pf € D, (a), 


vante: 


(f»g)e”t= fete get, 


DE LAPLACE 


DES DISTRIBUTIONS 


CO > a. 


Indication. Utiliser la formule (7) du &$ 8. 
10.6. Si f E D, (a), on a 


1. f(t— 7) ED, (a), 


2. fVE D: (a), 
3. fm E D, (a), 


T > (. 
m—1,2,.. 
m = 1, 2, .. 


10.7. 1. ô(t) —+ 1. 


2. (t— Tr) — p'e-, t>0, p quelconque, m—=0, 1, ... 


1 
. 0 (t) —- rh 


i0t 1 
. O(t)e = 


. 6 (#) er iut — 


. 8 (t) sin Ê — 
Gent ,, 
T (mn) 


3 
Â 
5) 
6. O(f)cos t — 
7 
8 
9 


oc > 0. 
— oc > (0. 
| 
TE 0 > 0. 
Fe 970 
FL 6 > 0. 
| 
7 p— Im? 
Vient 77 


G>Re, m—0, 1,... 
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10.8. Si f est localement intégrable (CZ: (a)), fEC"(t>0) et 


Îf— #, alors 


1 
9 (E)} — DE (p)— 2 FN (+O)pT A1, o>a. 


nn 


R=— 


10.9. ÿ et g étant des fonctions localement intégrables (€ Z, (a)), 
gEC(>0) et f—F,g+-8,;0ona 


| 1 G—)} dr + PF (p)E(p)—8(+0F(p),i 0>a. 


Û 
10.10. Résoudre 


l'équation 


LE+Ri+T [imdr=e(, 


où e(t) est une fonction localement intégrable, e(t)=0, t< 0. 


8—01024 


(U 
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10.11. La solution fondamentale &(t) de l'équation 8° + 
Leg" NL... Lang = 6 existe, est unique dans la classe 9: (a) 
et vérifie la relation 


1 
OT: 7% 
avec 


6(P)}=p"+mpti+...+am, a=maxRe, 
J 


?. étant racines du polynôme Q. 
10.12. Si fat), —oo<a<<o, est la distribution introduite 
au $ 8 (p. 103), alors 


1. fa(t) — o>0, 

où p® est la branche pour laquelle p* >0 lorsque p>0; 
2. julie, o>Red. 
10.13. Si la |<c(1+4)", k=0, 1,..., alors 


D) apô(t—k) + D; ae, 60. 
0 K=0 


—— 
— 


10.14. Si f(t) est une fonction T-périodique absolument} inté- 
grable sur l'intervalle-période, alors 


O(#) 1 (E) + — — 7 | f(ePtdt, o=>0. 


10.15. Trouver les solutions dans la classe Z; (a) (pour un a 
convenable) des équations suivantes: 

1. (8 cos ft)» & —= 6 (t). 

2. (Btcost)» 6 —= Ô (1). 

3. 8 +2(8 cost) & = à (1). 

4. Oeu, + Ô’ ru 0, } 

Ôeu, + Ô'sus = 

10.16. Soit 6, une oiution dans Ÿ, (a) de l'équation g+8, — 
— 6, €, étant une fonction localement ‘intégrable, &EC(Zz 0). 
Démontrer que la solution dans Ÿ, (a) de l'équation geu — 7. où 
f est une fonction localement intégrable (E D; (a)), s'exprime par 


t 
u(t)= 8(+0)/ (+ | fr) (8: —7)} dr. 
0 


10.17. Trouver la transformée de Laplace de la fonction 
0, t<O, 
a (D = | 2, k<t<k+1, k=0,1,... 
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10.18. Résoudre l'équation 
X+a— ÿ 2x6 (6 — k) 
k=0 


dans Z: (In 2); a (t) est définie dans l'exercice 10.17. 
10.19. Démontrer la formule 


t 
sin t = | Jo(t—7T) Jr) dr. 


0 


10.20. Résoudre les problèmes de Cauchy 

4. u' + 3u = et, u (0) = 0. 

2. u” + Su’ + Gu — 12, u (0) = 2, u’ (0) = 0. 
3 — 


cu Sur #7 u (0) —1, v (0) = 0. 


Réponses et indications 
10.3. 2. Solution. Soit n une fonction appartenant à la classe C©(R!) telle 
que n4)=0,1<—6, nn =1,1> — à Ô > 0 quelconque. Quel que 
soit o > 0, on a alors n (t) TE P,f= nf donc f (t) e-% = f (tÿm (D) e-% € 


10.6. Indication. Utiliser l'exercice 10.5 et les formules 1) f (t — T) = 
= fm Ô(t—T), 2) fm = faôtMm , 3) fm) — 0... 0e+f respectivement. 
ne, mm” 


m fois 
10.7. 9. Zndication. So servir de l'équation de Bessel.f 
t _ 
1 (1), p-(t-7) LR, Va y 
10.10. 7) 4 PA D D) fr dr, pit Dr À 
0 
= R? +. 
10.15. 1. Ô’ (4) + 8 (1), a = 0. 2. Ô” (t) + 36 (t) + 40 (t)sht, a = 1. 
3. 60 2 (o e' (4 — 1), = 1. 4 u()=—60(t)—0(t)et, us (t) = 
= thet, a = 
10.16. J  icailon. Utiliser la formule de l'exercice 10.8. 
10.17, = 5>In2 
7" p(Â—2eP)? | 


10,18. © 6"(t—Kk)\ 
k=0 
10.19. Zndication. Utiliser l'exercice 410.7 (9). 
8 


10.20. 1. e-tf—e3t, 2. 2. 3. Dette tet+ let, —È 


2 
17 Hl 
55 sie i+ 


+2 er ét, 
g® 
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$ 11. Solutions fondamentales 
des opérateurs différentiels linéaires 


On appelle solution généralisée dans un domaine GC Rr de l'équation dif- 
férentielle linéaire 
m 
L(r, Djuz Ÿ ax) Du=f(2), (x) 
læ|=—0 
où ax (z) EC®(R?N), f E Z', toute distribution w vérifiant cette équation dans 
G en un sens généralisé, i.e. pour toute p € Z, de support contenu dans G, on 


a l'égalité 
à (u, L® (x, D)œp) = G, ph 


Le (x, DJp= > (—141D% (aq). 
la =0 


Une distribution u est dans la classe CP? (G) si elle coïncide dans G avec une 
fonction u, (x) de classe CP (G), autrement dit, pour toute ® € Z, supp EG, 
on a l'égalité 


Cu, qe À vo (2) @ (0 de. 
Soit u E C (G) MN 2’. Pour que la distribution uw vérifie dans le domaine 
G l’équation (+) au sens usuel, il faut et il suffit qu'elle soit de classe C(G) 


et vérifie cette équation dans G en un sens généralisé. 
On appelle solution fondamentale (fonction d'influence) de l'opérateur dif- 
m 


férentiel linéaire L (D) = Ÿ) a D° à coefficients a (x) = «4 constants) une 
laæi=0 
distribution $ vérifiant dans R? l'équation 
L (D) 6 = 6 (zx). 


Tout opérateur différentiel linéaire L (D) possède une solution fondamen- 
tale tempérée qui satisfait à l’équation algébrique 


L(—4#&) Fl61= 1. 
. Supposons f € 2’ tella que le produit de convolution € + f existe dans 2”. 
Alors 
u = $sf 


L(D)u= f. 


Cette solution est unique dans la classe des distributions v pour lesquelles il 
existe une convolution avec ‘6. 


est solution de l'équation 


11.1. Démontrer que l’unique solution fondamentale dans Ÿ; de 


l'opérateur 
dm dm-1 
mn Ti mai te. tm 


est donnée par la formule de l'exercice 8.25 (pour la définition de 
D: voir $ 8). | 
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11.2. Démontrer que la fonction & (x) est solution fondamentale 
de l’opérateur ZL (D) dans les cas suivants: 


1. S(z)=0(2)e+%; L(D)=< Ta. 
2. 8(2)=0 (1) ; L(D)= +. 
3. 8()=0( ÈE ; L(D)= << —0. 


4. B(r)=0 (rer ; L(D)= (++ a)",m=2,8,… 


11.3. Trouver les solutions fondamentales, qui soient uniques 
dans %,, des opérateurs suivants: 


1. +4. 2. #2 © +1. 
3H +342 4 4 +5. 
5. À — 08. 6. 3 À +2. 
7. 0. 8. TT —2 +1 
11.4. Démontrer que 
See 


est solution fondamentale de l'opérateur de Cauchy-Riemann 
ô 1/9 . 0 
a=2(ætia): 
11.5. Démontrer que & (x, y) = _ In r est solution! fondamen- 


tale dans R° du laplacien. Interpréter physiquement cette solution 
fondamentale. 


11.6. Démontrer que 1. & (x, y, z) = — _— est solution fonda- 


mentale dans R% du laplacien. Mettre en évidence la signification 
physique. 


2. B (TT) = —; 1 


n—2)0n|z|T#"? 


n—=3, 4,..., 


est solution fondamentale dans À" du laplacien, 6, — jas= 


81 
2n"/2 


= étant l'aire de la sphère unité dans R”. 
11.7. Démontrer que 


eikr 


— e“ihr 
—- et 6(z y,z)=— 


4axr 


6 (z; VE z) = 


sont deux solutions fondamentales dans R% de l’opérateur de Helm- 
holtz À + ki. 
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11.8. Démontrer que si la fonction uw (x) vérifie dans R* l'équation 
Au + k°u — 0 et les conditions de rayonnement 


u (a) =0 (21), SE —iku (2) =0(xf) 


lorsque | z | —> œ, alors u = 0. 
11.9. Démontrer que les fonctions 


1. 6 (x, y) — — 7 H4 (kr) et £(x, p=+ F7) (kr), où H, k= 
— 4, 2, sont des fonctions de Hankel, et 
2. 8 (2) = 2 ein et 8(z)— 1 e-iklxl sont solutions fonda- 


mentales respectivement dans R? et R! de l'opérateur de Helmholtz 
A + &2. 
11.10. Démontrer que les fonctions 


e“Rr 
1. ê, (x, y; z) = — 


4nr ? 
2. 6,(7, y)= —+ HU (ir), H!" désignant une fonction de 
Hankel, 
—kR|xl 
3. E, (zx) =" 


sont solutions fondamentales respectivement dans R°, R?et R! de 
l'opérateur A — #2. 
11.11. Démontrer que 
0  - 
= -—- at 
6 (z, 1) (2a V nt)" 


est solution fondamentale dans R° de l'opérateur de la chaleur 
Ô 2 # Q 
0 A. Interpréter physiquement. 

11.12. Démontrer que 


(x+bt)2 
À — mm 
8 (z, t)— LOT 
28 V ni 
2 
est solution fondamentale de l'opérateur 2 _ a? 2 —b——c 
ot Ôz® F 


(a, b, c étant des nombres). 
11.13. Démontrer que: 


1. Bi(z,t)— 204) 


a 
est solution fondamentale de l’opérateur de Schrôüdinger i — _ +$ 


x? 
Indication. Utiliser la formule 


| ei? au = VÆ e *. 


2 


0 


$ 11] SOLUTIONS FONDAMENTALES DES OPÉRATEURS 


119 


0 2 (ke 
2. Ba(x, = "0 (Ze) Men ont L* ) 


est solution fondamentale de l'opérateur de Schrôüdinger iñi — + 
+7 A (nr quelconque). 
11.14. Démontrer que 


Biz, t)= 2 O(at—|z|) 


est solution fondamentale de l'opérateur des ondes unidimension- 
nel La +. Mettre en évidence la signification physique. 
11.15. Démontrer que 
___ O(at— z|): 
6: (&, = Da Ve 
est solution fondamentale de l'opérateur des ondes bidimensionnel 
TA, z—=(zx;, x). Interpréter physiquement 
Indication. Utiliser l'exercice 9.26 


11.16. Démontrer que 


_0(#) _— +0 
63 (z, t)=-— 4na*t Ô CC ) = — Ô (at? — —|21f), 
avec Su: |[z|—=at, est solution tondamentale de l'opérateur des 
ondes tridimensionnel À — a?A, Z— (Ti, Ze, T3). Interpréter physi- 
quement. 


Indication. Utiliser l’exercice 9.27. 


11.17*. Démontrer que les fonctions 


n-3 

0 (t d TL 

me Cr PTE ) 6(a#?—]|x[?), n>3 impair, 
En (z, t)=: ae _ n+i 


n —1 G(at—|z!) . 

— 53; — 1 2 (=) ER... n>2 pair, 
(@#t2—|z{2) 

sont solutions fondamentales de l’opérateur des ondes 


0° 
ot? 
pour n>2. 


Indication. Utiliser la formule 


_ F:1 sina|Elt | 
En (x, t)=0 (+) Fr — | 
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11.18. Démontrer que 


1 _ b(x-at) 
6 (zx, t)}=0(at—]z|)e *< 


est solution fondamentale de l'opérateur 


À 2 EP b_2 b 9 
ot? FETE 07 «at 
où a, b>0. 
Indication. Utiliser 
&+ioo 
et 
5 — d=0 (1), a > 0. 
œ—1ioo 


11.19. Démontrer que 
&(z,t)—= —0(1)0(—zx)est+bx 


est solution fondamentale de l'opérateur 


( Ô Ô « 
Am ta Pat oùb>0 


(voir indication de l'exercice 11.18). 
9° 


11.20*. Démontrer que l'opérateur T0? = —m a pour 


solution fondamentale la fonction 
6 (x, = @ ED 7, (© V 2° — at? ae). 


11.21*. Démontrer que l'opérateur de Klein-Gordon-Fock 
Oa+m* a pour solutions fondamentales les fonctions 


8 (x, = ED 7, po ,n=i; 


cos | (ry/e-Lf 


À 


1 . 
CACHE 271a2 0 (at—|x|) ——— ——— /5-EE n—=2; 
z] 
0 (at 
8 (x, 1) = 6 (a? —| x?) — 
2  |Z/ 
J: (rm L — 2 
— es 0 (at | |) ————— ——  , n=3, 


Jo, J, désignant des fonctions de Bessel. 
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11.22*. Démontrer que l'opérateur des télégraphistes 


a comme solutions fondamentales les fonctions 


6 (x, = re "0 (at—|z|) (my À) , A=1; 


e-mi6 (at—|z|)ch (ny e- EE ] 
27° y/e-LË 
a“ 


& (x, = e-m5 (a2#2—]x[?)— 


é(xr, t)= 


, n= 2; 


memi@ (at—|zxz]) 7: (m AE EE | : 


—— , 3, 
Arai V'# _Izf 
a” 


OÙ Lo(E) = Jo(iE), 1(E)= —iJ, (it) sont des fonctions de Bessel 
d’argument imaginaire. 
11.23. Démontrer que 


1. 83(x, t)=VO(t)e-eVt5(x— VIS) 
est solution fondamentale de l'opérateur de transport 


1 065 _ _ 
T à + (S, grad 83) +a6;=0Ô(x, L), [IS I= 1, 


et que 
0 ea = z 
est solution fondamentale de l'opérateur de transport stationnaire 
(S, grad 85) + aës— 6 (x). 


11.24. Trouver la solution fondamentale de l'équation Z € — 6 
avec le Z de l'exercice 8.29. 

11.25. Démontrer que 1. Le potentiel newtonien V, de densité 
fonction à support borné f existe dans Ÿ° et vérifie l'équation de Pois- 
son AV, = —4nf. 

2. Le potentiel logarithmique V, de même densité existe dans 
D" et vérifie l'équation de Poisson AV, — —2nf. 


Soit f (x, t) € Z’ (RAY) et op (x) € Z (R?'). Faisons intervenir une distri- 
bution (f(x, t)}, œ (x)) € 2’ (R?) appliquée aux fonctions d'essai ÿ € Z (R!) 


se'on la formule 
(( (, D pG)), + (6) = EG, ph). 
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On a par définition 


R 
(ED, co) RUE 0, pU ke, 2, 


On dit qu'une distribution f (x, t) appartient à la classe CP en t dans l'inter- 
valle (a, b) si, quelle que soit @ € Z (R'), la distribution (f (x, t), p (x)) est 
dans CP (a, b). 


11.26. Pour les solutions fondamentales &, (x, t),n — 1, 2, 3, 
de l'opérateur des ondes considérées dans les exercices 11.14-11.16 
démontrer que 


1. &nx(z;, t)E CT (R”) par rapport à {€ (0, co), 
- En(z,t)—+0, rm ô (x), Pen t) 0 
pour UE dans D'(R"),. 


11.27. Pour la solution fondamentale & (x, t) (exercice 11.11) 
de l'opérateur de la chaleur démontrer que 


8 (zx, D 6 (x), t—> + 0 dans Z° (R”'). 
11.28. Etant donnée la solution fondamentale de l'opérateur 
de Schrüdinger (voir exercice 11.13) démontrer que 
61 (x, t) —> —iô (x), t — + 0 dans Z” (RY. 
11.29. Pour la solution fondamentale de l'exercice 11.18 démon- 


trer que 
1. 6(z, t)ECT (R!) en 1€ (0, oo). 


2. 8(x, +0, ED, 5(7), 
TEEI 5x), t— +0 dans Z'(R!1). 


11.30. Pour la solution fondamentale de l'exercice 11.12 démon- 


trer que 
8 (x, t)}—O(x), t—> +0 dans Ÿ’ (R!). 


Réponses et indications 


11.1. Unicité. Visiblement #6 (rx) € Z;. Pour u = 6 — #*, où $8*€ 
€ 3°, est une autre solution fondamentale, on a ZL (D) u = 0. Le produit de gon 
volution u«8 existe (voir formule 9 $ # Onau—usô—=usL(D) € 
= L(D)us6 = 0. Donc, u = 0, 

4 — gÂx + 


11.3. 1. 6 (x) 2. O(z)rex. 3. 20(z)e sins.. 4. 0 (x) e?* sin z. 


5. e eax — e ? (cos DER E sin VS) 1. 6. e (4 — ex)2. 
É 


7. —— (sh az — sin az). 8. 2e (zchr—sh x). 
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11.11. Solution. Appliquons la transformation de Fourier F, à l'égalité 


TE _ca6—6 (x, t); les résultats de l’exercice 9.20 (1 et 2) et les formules du 


£ 9 entraînent + [EP S—=1 (£)-Ô (1) avec B (E, t)=F, [6 (x, t)]. Utili- 
sant la formule pour & (t)_de l'exercice 11.2 (1) où l’on a remplacé a par 
a |E{|®, nous concluons que 6 (£, :)—0 (1) eat llt D'où, en vertu de l’exer- 


_ Jr 
cice 9.24, Sr, t)—=FE [@ (E, Dee e “at, 


11.14. Indication. Voir solution de l'exercice 11.11. Pour Z ({}€ C? cher- 
chée, on obtient le problème : Z”"+a£Z =—0, Z (0) —0, Z’ (0) —1. D'où Z (4) — 


— Sin aff et, par conséquent, CAE t)=0 (t) ARE Utiliser ensuite l’exer- 
cice 9.25. 
0 (t) + R 
mt 2L — — | 1 241 — 2 , 1) — 
11.24. L_° (cos ot 5Lo sin ot ) si 4L— CRT". re) 


&L 
—— …— R3 
Lam 


CHAPITRE IV 


PROBLÈME DE CAUCHY 


$ 12. Problème de Cauchy pour une équation 
du second ordre du type hyperbolique 
d 1. Problème de Cauchy dans le plan. Le problème de Cauchy pour l'équa- 
10n 
a(z,y)u,s+ 20 (x,y) us, + c (2,9) uyy + 
+dGy)u+e(sy)u,+fz, yu=F(z, y) (1) 


avec les conditions 
Ô 
u|r= 40 (z, y), — r "1 (z, y) (2) 


se pose comme suit. Soient, dans un domaine D, l'équation (1) du type hyperbo- 
lique (b2? — ac > 0) et, sur la courbe l', dans D ou sur sa frontière, des fonctions 
uo (x, y), wi (x, y) et une direction £ (x, y). On demande de trouver une fonc- 
tion u (x, y) qui soit solution de (1) dans D et vérifie sur T' les conditions (2). 

Si en chaque point de T la direction Z n'est pas tangente à cette courbe et si 
la direction tangente à l' n’est pas une caractéristique, alors, dans le domaine 
D limité par les caractéristiques passant par les extrémités de T, pour des coef- 
ficients z de (1) et des conditions données (2) suffisamment réguliers, le problè- 
me de Cauchy (1)-(2) admet une solution unique. 


12.1. Soient mEC?, p Æ0, uw EC?, u, EC? des fonctions 
données dans l'intervalle (a, b). Démontrer que le problème de 
Cauchy 

Uzy = 0, aLrz<db, c<L<y<d; 


U |y=ptx) = Uo (T), Uy lux) = Us (x) 
possède une solution unique, à savoir 
g-1() 
u(z, ÿ=u(r)+ | 4009 &, 
x 


où c—=infp(zx), d = sup @ (x) et p'! (y) est l'inverse de q (x). 
12.2. Soit, dans l'intervalle (—1, 1), des fonctions u, € C', 
u, E C1. Démontrer que le problème de Cauchy 


Uxx — Uyy = À; 
uly=o = Uo(z), y |y=0 = Us (x) 


admet une solution unique dans le carré {| zx — y| << 1, 


[z + y 
<< 1}. Montrer que dans tout rectangle {|zx—y|<a, |x+7y 


$ 12] ÉQUATION DU TYPE HYPERBOLIQUE 425 


<b}, oùa>1,b>1,a+b>2, le problème a plus d’une solu- 
tion. 
12.3. Démontrer qu'il existe une solution du problème de Cauchy 


Uxy = 0, — oO < x, y < ©; 
Uly-o—=Uo(z), uy [v=0 = U (Z) 


si et seulement si uo (x) € C? (R1) et u, (x) = const. Montrer que le 
problème posé a alors plus d’une solution et qu’elles se mettent toutes 
sous la forme 


u (x, y) = uo (x) + f (y) — f (0) + y lu, (0) — f' (0)], 
avec f (y) une fonction quelconque de classe C* (R?). 
12.4. Démontrer que le problème de Cauchy 
Uxy=0, |[T|<<1, 0<y<1; 
U |y=x2 = 0, Uy lu=x? = Us (x) 


n'est résoluble que si u, (x) EC (—1, 1), zu, (x) EC! (—1, 1), 
u, (x) étant une fonction paire. 
Montrer que la solution du problème posé est unique et que 


Vy 
u(x, y)=2 | Eus (E) dé. 


12.5. Démontrer que la solution du problème de Cauchy 

Uszy=0, [x] <<1, [y|<1; 

uhmst x, ux lunes = 0 
existe seulement si &« = 0 ou &« > 6. Montrer son unicité et que 

u (x, y) = | y |7/$. 

12.6. Démontrer que le problème de Cauchy 

Uxx — Uyy = 6(T+Y), — oO LT, y LH; 
Ulyex = 0,  Uxly=x = U (7) 


n’admet une solution que si u, (x) — 3x° = const. Montrer que celle- 
ci n'est pas unique et que toutes les solutions du problème posé s’ob- 
tiennent comme 


u(z D = —Y + f(x — y) — f(0) + (x — y) Lu (0) — f° (0), 


où f (x) est n’importe quelle fonction de classe C? (R!). 

Dans les exercices 12.7 à 12.19 on demande de trouver le plus 
grand domaine dans lequel le problème de Cauchy posé possède 
une solution unique, et d'obtenir celle-ci. 
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12.7. Uxy = 0 ; 
uly=x=0, uylm=V|zl, |z|<1. 
12.8. uzy + ux=0; 
U |y=x = Sin x, Uxly=x = 1, |T| << oo. 
12.9. uxx—Uyy + 2ux + 2uy = 0; 
Uly=0 =, Uy yo = 0, [T| << 00. 
12.10. urx—Uuyy — 2Ux —2uy = 4; 
U|x—0 = —Y; Ux|x=0 = y —1, [y|< oo. 
12.11. u,x + 2uxy — Suyy = 2; 
u|y=0o =0, u,ly=0=T+cosxz, |rz|< oo. 
12.12. u,, + yu, + zu, + zyu =0; 
Uly-3x = 0, uyy=3x = 6" 5%, z<1. 
12.13. Due — Uyy + x = 0: 
Uly=o = 27, uyly=0=0, z>0. 


12.14. zu, +(z+uy)usy + Yuyy =0; 
u | { = I, Ux | { — 2x?, z>(. 
V=— = 


12.15. uxs+2(1+ 2x7) ue, +47 (1+z)u,,, +2u, =0; 
Ulx=0—=Y, Uxx=0 = 2, [y << 00. 
12.16. z'uzx —y?u,, — 2yu, —0; 
Ulx=1=Y, Uxlx=1=Y, y <O. 
12.17. zu — 2ryurn —3y2u,, = 0; 
u |y=1 = 0, uyly=1 = y 27, z>0. 
12.18. yuxx + x (2y —1) Ury — 22 uyy— Lux = 0; 
ul=o=2?, u,|0o=1, z>0. 
12.19. yusx — (x + y) uxy + Tuyy =0 ; 
u|y=o = 2, uyly=o =0, x > 0. 


Appliquer la méthode de Riemann aux problèmes suivants: 
12.20. ux, + 2ux+u,+2u—=1, 0<zx, y<1; 


Ulrtuet =, Uxxtyet = Ze 
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12.21. zyusx, +zux—yu, —u=2y, OZ, y<oæo); 
U |xy=1 = 1 — y, Uy ley=1 = T—1. 
1 


12.22. us, +— — 


(ux+u,)=2, 0x, y<o; 


U lv=x —_— z°, Uzx [u=x = | + Le 


12.23. Us — Uyy + EU uy=0, [z—y|<1, [z+y—2|<1; 


Uly=i =Uo(r), Uyly=1 = Ui (x), UE CT (0, 2), u, EC1(0, 2). 


12.24. 2uxy —e "Uyy = 47, —00 LI, yL oO ; 


uly=x=2cosx, uy|y=x = 2° +1. 


2. Problème de Cauchy classique. Le problème de Cauchy classique pour l'équa- 
tion des ondes consiste à chercher une fonction u (x, t) de classe C?(t=0)f 


N C1 (4 > 0) qui vérifie pour t > 0 l'équation 
uyy = a Au+f(z,t) 
et les conditions initiales 
u 140 = uüo (x), Uy [20 = W (x), 


où f, u, et u, sont donnés. 
Sous les conditions 


fEC(2>0), uw EC?(R!), mEC!'(R1), n=1; 
fEC(t2>0), uw ECS (RAM), w EC?(R?), nr = 2, 3, 


le problème de Cauchy (3)-(4) possède une solution et une seule définie 
par la formule de d'Alembert pour n = 1: 


u (2, 1)= + lo (eat) + vo (r—at)]+ 


, “tt , Letett-n) 
Da | u4 (Ë) Ritz | f(E, t) dr; 
x—at 0 æ—-a(t-Tt) 
par la formule de Poisson pour n—=2: 
{ 
1 f (E, +) dE dr 
u(s =; E——— 
27a CITES CAEN EPS E 
du Va (t—T)—|E—z| 
1 u (E) dE 
+5 a ——— + 
2 1 — _rt2 
FF -<at Va 15-57] 
+1 2 __t(® & _. 
2Ta ot Va] Ex , 


IE-xl<at 


(3) 
(4) 


(5) 


(6) 


(7) 
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et par la formule de Kirchhoff pour nr —3: 


1 1 LÈ—z | 
u (zx, = | ar (6 t— =) de + 
[È—-x|<at 
1 | 0 1 
+Zut J u4 (£) dS + TT Le | uo (E) as | . (8) 
$—x|=at -x|=at 


12.25. Supposons que la fonction u (x, t) soit solution du problè- 
me de Cauchy 


Urt= Uxx; U 0 = Uo(x); u l=0 = Uy (x). 
Démontrer que, quel que soit 7 >> 0, il existe une solution du pro- 
blème de Cauchy 
Vit = LUxxs t'LT, TER; vhir=ulier, wir = Wir 
et que u(z, t)=v (x, 1) lorsque 0 << T. 


2.26. Démontrer que s'il existe une solution du problème de 
Cauchy 


Ut = ŒUxx, Ulio = Uo(x); Ur l1=0 = (x), 
alors u EC?(t>0), u, EC*(RT, u, EC! (RN. 
12.27. Soit u (x, t) solution du problème de Cauchy 
Ut = a?Au, U 0 — (x), Ut l:=0 = (. 


Démontrer que la fonction 
t 


U(z, t)= | u (x, t) dt 

0 

est solution du problème de Cauchy 
Urt = a°Av, V |tens 0 = 0, Ut 10 = (x). 
12.28. Soit, pour tout t, 0 fixe, u (x, t, to) solution du 
problème de Cauchy 
Ur = AU, U tuto = 0, Uilteto = f (2, to). 

Démontrer que 

t 

V(x, t, lo) = | u(xz,t,Tt)dt 

lo 

est solution du problème de Cauchy 
Vu = d'Av+f(xz, t), Vtt = 0, Ur 1=t9 = 0. 


12.29. Démontrer que si f (x), us (x), u, (x) sont des fonctions 
harmoniques dans R” et g (t) EC! (t > 0), alors la solution du pro- 
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blème de Cauchy x 
ur = ut g(t) f(x); ufr=o = Uo(r), tu fteo = U1 (x) 
est donnée par 


u (z, 1) = uo (2) + tu (2) + f (2) | G— Dem dr. 


12.30. Résoudre le problème de Cauchy 
us = @Au+f(x); ulizo=uo(t), wo = wi (x) 
si AVf=0, Afuy=0, Au =0. 


12.31. Démontrer que la condition suffisante d'existence de la 
solution du problème de Cauchy 


ur = a*Au, zCR?; 
ulr=o = f(x) +8 (te), wltso = F (x) + G (x2) 
est que les fonctions jf (x,) et g (r.) soient de classe C* (R1) et les fonc- 


tions F (x,) et G (x.) de classe C1 (R1). Trouver cette solution. 
12.32. Démontrer que pour que le problème de Cauchy 


ur, =a?Au, 2x€ R\, 
u |t=0 = (ti) (Tes Ts), ur (to = 0 
possède une solution, il suffit que la fonction g (x, x;) soit harmoni- 


que et que f € C* (R?). Trouver cette solution. 


t2.33. Démontrer que pour que la solution du problème de Cau- 
chy 


Ur = aAu, xCR3; 
uk-o=a(|z|), ui t=o =B(1z|) 
existe, il suffit que & (r) E C® (r > 0), B (r) EC? (r > 0) et x’ (0) — 
= f" (0) = 0. Trouver cette solution. 


12.34. Démontrer que les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que le problème de Cauchy 


Ut — Au, NA € R3: 
uli=o=68(41—|x|)|zf*(1—121), wo = 0 
ait une solution, sont &« > 2 et B > 3. Trouver cette solution. 
Comparer le résultat avec les conditions suffisantes (5) (p. 127) 


dans les cas 2<a<3,B>3eta =2,2<f<3. 
12.35. Résoudre le problème de Cauchy 


Up — Uxx;, 


uli=o =0(1—12|)(2—1), ur lizo —0. 
9—01026 
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Construire les courbes représentatives des fonctions u (x, 0), 


u(x, +), u (x, 1), ur, 2). 

Dans les exercices 12.36 à 12.38 on peut recourir aux formules 
(6) à (8) (d’ailleurs, la methode de séparation des variables ou les 
résultats des exercices 12.27 à 12.32 s'avèrent parfois plus efficaces). 

12.36. Résoudre les problèmes suivants (n = 1): 

Ur =Uxx +06; u |1=0 = 2? Ut 1-0 = 4x. 

. Ur = Aluxx + Tt ; u |t-0 = 2°, U: 0 = +. 

Un = Usxx +SinzT; ulr-o Sin zx, w|1-0 = 0. 

. Ut = Uyx +6; Uh-o=SinT, Wli=o—=r+cosx. 

un = Ju, +sinz; ulro= 1, 0” t=0 = 1. 

Ut = dUxx + Sin OZ ; u | o =0, Us |2=0 = 0. 

. Up = lUxz + SIN ot ; u |: o =0, Ut l=0 = 0. 

37. Résoudre les problèmes (nr —= 2): 

. un = Au+2; uli=o—=7x, ur |e= 0 E: 

. un = Au<+Gryt; uli-o—=2"—y?, uw li-0 = y. 

Us = Au + x$ — Sæy : u |t=0 = €° COSY, u! Î=o = €? sin x. 
. AUS tsiny: u |1. -0 = T°, Us |1- o = Sin y. 

. Ur, = 2Au; u |1— 022 —Y" Us |r= o= 22° + y°. 

un = SAu+ + y; uli-0 = 1", Us | 0 = Y*. 

. Un = Au + ets : u | o = Uy fr0 = e°**4Y, 

Un = aAu; uli-0o= Cos(bx + cy), we l1=0 = sin (bxz + cy). 
uy, = aAu; u|1- o= (+ y, Us |t=0 = (2° + y*)*. 

10. ya Au (xt + yet; ulio 0; ut=0 = 0. 

12.38. Résoudre les problèmes (n=3): 

1. Un = Au + 2xyz; u |1— 0 = L? + y° — 27?, U l=0 = 1. 

2. us = BAu+ x; ulino = y", Wlino = 2°. 

3. ux = 3Au<+G(r? + y +2); ulh-o=2°y?7, we fi=0 = Zyz. 
4. ur = Au  Gtex VE sin y cos z ; 


1 


PPAPARENPENPERENE 


uh=o=e**? cosz V2, wli=0 = et" sin 5x. 


Uys = Au; u 10 = U. H=0 = +" (z° + y? + 2°)°. 
Us = Au + (x° + y + 7)e ; u |1=0 = ui 1 o=0. 
. Uye = Au + cos x sin ye” ; 


NBA 


uli=o=2°e"**, u, 1-0 = sin rel**. 
8. un — a?Au + et cos (3y + 4z) ; 
u|1-0 = 2y COS z, Wh=0 = yze*. 


9. ur = aAu, u|1=0 = W |1=0 = COS Vz+ y? + 22. 
12.39. Supposons remplies les conditions suffisantes (5) (p. 127) 
d'existence d’une solution du problème de Cauchy 


Ut —= a’Au » U leo = (x), U 0 = U, (x) 
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et soit, pour |r|>6ô>0, | 
m\rF<uw(r)<MIzf, mirf <u(r <MIzfT", 


où œ >0, 0<<m << M. Démontrer qu'il existe, pour tout point 
z,, des nombres positifs #,, C,, C, tels qu'on ait, quels que soient 
l Z Lo: 

Ci Lu (ro, t)LCote. 


12.40. Supposons que les conditions suffisantes (5) (p. 127) pour 
que le problème de Cauchy 


uy = QÂu; uli=o=uo(x), wt-0o = W (x) 
possède une solution, sont réalisées et que, pour «a > 0, 


lim H® 4, lim Ho . 
Ixl-o |7| Ixi+oo |z | 
Démontrer que lim LAC 


—C, et trouver C,, n—=1, 2, 3. 
t— +00 


3. Problème de Cauchy généralisé pour l’équation des ondes. Si on prolonge 
la solution u (x, t) du problème de Cauchy classique (3)-(4) relatif à l'équation 
des ondes et la fonction f (x, t) E C (t > 0) par zéro pour t << 0, u (x, t) vérifie 
dans Rn+1 l'équation (en un sens généralisé) 


ur = a Au + f(x, t) + uo (x)-0’ (1) + u, (x) -6 (+). 


Le problème de Cauchy généralisé pour l'équation des ondes de source 
FE Z'(Rnt), F (x, t) = 0 pour t < 0, consiste à trouver une distribution 
u € Z' (RntH) satisfaisant à l'équation des ondes 

uy = & Au+F(x, 1) (9) 
et s’annulant pour t < 0. 

La solution du problème de Cauchy généralisé (9) existe, est unique et se 

définit par 
u = Gn+F, (10) 


où 8, (x, t) est solution fondamentale de l'opérateur des ondes, 
1 
Eu (rs = 0 (at—] |), 


O(at—|xl|) 


6 (+) 
4na*t Sat (a). 


62 (x, t) —= 


LE (x, t) = 


Le produit de convolution V, = 6,#+/F est dit potentiel retardé (généralisé) 
de densité F. 


En particulier, si F = u, (x)-6 (t) ou F — uy (x) -6” (4), les produits de con- 
volution 
VID = 6h (x, theu, (x)-6 (1) = 6, (x, t)* us (x) 
et 
VD = En (x, thauo (x) 0" (4) = (8h (x, 1)» uo (x)}, 
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sont les potentiels retardés (généralisés) respectivement de simple couche de den- 
sité u, et de double couche de densité u, 
Le potentiel retsrdé Y, vérifie” l'équation (9). 


12.41. Démontrer que si F(z,t)ED'(R"*1), F=0 pour t <O0, 
il existe alors un produit de convolution 6,+7F. 

12.42. Démontrer que le problème de Cauchy généralisé (9) 
possède une solution unique dans la classe des distributions de 
D'(R"*1) s'annulant lorsque {<< 0. 

12.43. Démontrer que 1. V) et V{ sont de classe C° par rap- 
port à {EC (0, co). 

2. VO et V® vérifient à la limite pour é—>+-0: 


OV) (x, 1) 


VO (x, t)—0 ü 


—u,(z) dans Z'(R"(x)), 


VO (x, D—uw(z), 2m 0, O0 dans Z’(R"(z)). 


12.44. Résoudre le problème de Cauchy généralisé (9) (x€ R!) 
où la source F(x, t) est définie par: 

1. 6(t)-8(t). 2. 8(t—t)-Ô(z— 20), to >0 

3. Ô(t)-0'(x). 4. 6’ (t)- 6 (x). 

D. Ô'(t—to)-Ô(x). 6. 8(t)- 0" (zo — T). 

7. Ô”(t)-ô(x). 8. Ô(t)- 8” (x). 

9. Ô(t)-a(xz) ô(xr), où a (r)EC et æ (0) = 0. 

10. Ô(t)-B(x)6(x), où B(z)EC et B(0) = 1. 

Dans la suite, en posant le problème de Cauchy généralisé nous prendrons 


pour source une fonction de la forme F(x, 1) = f(x, t) + uo (x)-6° (4) + 
+ u (x) -ô (t), f = 0 pour t < 0. 


12.45. Résoudre Je problème de Cauchy généralisé avec les 
sources suivantes (z€ R!): 
1. f=wt(t)-ô(z), où ow(eEC(t>0), œ(t)=0 pour t<O, 


uUy—=Ô(x), u = Ô (x). 


2. f—0({)-Ô(x), uo— Ô(T—ZXo): U —=TrÔ (x). 

3. f—0(t)t-Ô(x), u—80(2—zx), u —0(3—7x); a=1. 

4. f—0(t)sint-.ô(z—x), u—0, u—=r0 (x). 

9. f—0(t)cost-0(x), uy—0, ui = 20" (x). 

6. f—U(t)est.& (x), u—8(1—]|x|), uw = 0. 

1. f= Laos -0(2—zx), u=0, w=ôÔ(R—-]|xr|); a=1i. 

8. f—0(t)t.6(x), w—=C—=const, u —=0"(R—]|zxr|); a=1. 
9. f—0(t)Int-ô(r), u— = Ô(x), u,=0. 


10. f = Re ô(x), uy=0(R—|z]), u—=0; a—1. 
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11. f—0, u—=0, u,—0"(2—]x]); a=f. 
6 (t) 
12. = A+ 
13. f—0(t)-8" (x), u—=0(x) Vz, u,=0; a=1. 
14. f—68(t)(at+B)-xô" (x), u—=0, uw —=rô" (x); a=1. 
15. f—0(t)-xô" (x), uo—0, u,—=60"(|x|—3). 
12.46. Démontrer que si u, (x) est localement intégrable dans R!, 
alors VW (z, t) est localement intégrable dans À? et est définie par 
x+at 
VI (x, = 20 AO! | us (È) dE. (41) 


x—at 


-Ô(xz—1), u—=0, u,=sinrô (r— x). 


12.47. Démontrer que pour w,(x) localement intégrable dans R1, 
V{ (x, t) est localement intégrable dans R° et s'exprime par 


VI (x, t) = 20 —— [uo(z+at) +us(rz—at)]. (12) 


Indication. Utiliser le fait que 


Ô 
= [61 * vo (x)] 


en vertu de 8.34 et de 12.46. 


12.48. Démontrer que si f(x,t) est une fonction localement 
intégrable dans R*, nulle pour t<<0, le potentiel V,(x, t) appar- 
tient à C(R?) et s'écrit 


1 x+a(i-Tt) 


mener) | En. (13) 


0 x—-a(t-Tt) 


12.49. Résoudre les problèmes généralisés 
. Un = uxx + 0 (x) 0” (£) + 6 (x)- 6 (£). 
. Un = d'uxx + 0(t)(z—1)+x. 6" (t) + sgr-ô(t). 


. Un = uxx + (€) éxz + TEA * Ô(t). 


| Une = Usa ET + 0(—2)-6 (+). 

Ut =Uxx + 0(t—2)Ini+]z].6" (4). 

. Ut = Luxx +O(t)E+6(2—|x])-8" (6), m— 1,2, 

. Ur = Uxx +0 (t)e*tt+ O(x)e*.8(t). 

. Ur = Jusx +0 (— x) cos t +8 (x— 3). 8" (6) + 1 (z)- 8 (). 
. Ut = Uxx +0 (1) 0 (x). 

10. un = uxx + 20(t)0(x)z+esx.ô(t), a 0. 

11. y =uxx + 0(t—1)(z+t)+1x|:6 (Et). 

12. Us = Uzx + 0(t—2)t+0(r—1)Inzx.0ô" (#). 

13. Ur = uxx + 0(x)x".0" (t)+ 8 (x)xT-8(t), m—=1, 2, 


© OI O1 ER D DE 
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14. Ur =urxx + —= 7 + 6 (x) cos x. à (t). 


15. ur=usxx+0(t)Vtz+0(—x).8 (t)+B(—x)x-6(t). 

16. ur = Uxx + 0(z)e-Vx.6’ (t) + xz°- 6 (t). 

17. us =ux; +0 (t)sin(x+t)+sinzx-ô(t). 

18. ur = uxx + 0(1—]x])- 08 (t). 

12.50. Démontrer que 1. Si 4€ C°(R!) et u, EC1(R!), alors les 
potentiels V{° et V{? sont de classe C2(t>-0), vérifient pour t > 0 
l'équation PS = «(PS ds k—=0, 1, et les conditions initiales 


VU lezo=0, (VS he lee+o = 01 (x) 
vi” (t=+0 = uo (x), (VS) k=+0 = 0. 


Indication. Les propriétés demandées découlent directement des formules 
(11) et (12). 


2. SifEC!(t > 0), alors le potentiel V, € C*(R*) satisfait pour 
t> 0 à l'équation (V,);; = a (V,). + f (x, t) et aux conditions 


initiales 
Vilt=+0o = 0, (Vihiiz+o = 0. 


Lg aation- Les propriétés demandées résultent immédiatement de la for- 
mule (13) 


12.51. Supposons que dans le problème de Cauchy (généralisé) 
Ut — AU xx + Uo (x) -Ô"(£) + Ur (x) -Ô (4) 


les fonctions u, € C* et u, € C}, quel que soit x, sauf pour x = %5, 
où Uo, U, (ou leurs dérivées) présentent une discontinuité de première 
espèce. Montrer que la solution du problème est classique partout 
dans le demi-plan t =>0, sauf aux points des caractéristiques 
passant par x —xo, t —0 (suppression de la discontinuité), dans Îles 
cas suivants: 

4 uo — 0 (2x) wo (x), où w = C*(R!, w (0) 0 et u, = 0. 

2. u = 0, u = 60(x — x) o (9) où © EC1(RY, wo (xo) Æ 0. 

3. us = 0 (rt —1), uy = 0 (x —2 

12.52. Etant donné le problème de Cauchy u,, = a°u,, + 
+ F'(x, t), établir que 
-_ 1) la source de perturbation 


F = uo (2)-8"(t) = 0 (x0 — 1x |) / (x) +8" (e), 
fEC*(RY, produit deux ondes ayant à chaque instant £ > 0 un 
front avant aux points x = + (at + xs) respectivement et à chaque 
instant é > un front arrière aux points x = —Æ (at — x,) (principe 
de Huygens); 
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2) deux ondes se propageant à partir de la source 
= Wu (x)-ô (t) = 0 (xo — | x |) f (x) +8 (E), 


f E CRD, ont à chaque instant £ > 0 un front avant aux points x — 
= + (at + xs) et n'ont pas de front arrière (diffusion des ondes). 


Indication. Utiliser les formules (11) et (12). 
12.53. Résoudre les problèmes généralisés ci-dessous et démontrer 


que les solutions obtenues sont encore celles du problème de Cauchy 
classique (3)-(4) : 


À. un = uxx +0 (t)(x+t)+ eux. 6" (t). 

2. Ur = d'uxx +0 (t)tInét+3*. 6" (+). 

3. Uy = d'uyx + O(É)(z2+- 2) Ha. Ô"(t), m—1, 2, ..…. 
4. Un = Uxx +0 (t) x? + cos r-Ô (£) +- cos x - 6 (t). 

D. Ur = Cuxx + r° In z-Ô(t). 

6. Ur = Uxx +0 (t)cos (r+-t) + 2.6 (t). 

7. Ur =Uzx + 0 (#) sin £ + = - Ô(£). 

S. Uys = d'uxx + 0 (t) e* +- n — * Ô” (4). 


9. un —=uxx-+ (ax + $B)-6"(t) +zr/3.0 (+). 
10. us =uxx + In (1+e*)-8"(t)+e-**.6(t). 
11. un = uxx +0 ({) "xt sin r-0’ (4) +x"ô(t), m—1, 2, 
12. us =uxx +0 (f) arctg {+ In (1 + zx°)-0’ (#). 
13. ur = Auxx-+ 0 (t) cos x + V1 +x°-6” (4). 
14. un = uxx +0 (t) x sin t+2°e-Wxl. 6" (+). 
15. un — Auxx + e”**. 0" (1) +e”* sin z-6(t). 
16. us = Uyx + sin? ze 0’ (t) + rex. 0 (4). 


17. ue xe +0 (Er + d (£). 
18. tr = Uxx + O(t) (ze! Lte*)+ 7 ac .ô(£). 


12.54. Résoudre le problème de Cauchy généralisé pour l'équa- 
tion des ondes (x € R°): 

4. u,, = a Au +86 (4) -8 (x) + Ô(x) 0” (t) + à (x) -6 (6). 

2. uy, = aAu + 0 (t) 8 (x) + | x |" 6 (x) -0” (t) + 
+6 (x — 2)-0’ (t), m = 1, 

3. uyy = aAu + © (t)- 6 (x) + elxl 6 (x) -6 (t), o 
oEC(t>0) et w = 0 pour t < 

4. uy, = aAu + 6 (é) (at + B) 6 (x) + cos | x | Ô (x) -ô” (t) + 
+ Ô (x — xo) “à (1). 

12.55. Résoudre le problème de Cauchy généralisé pour l'équation 
des ondes (x € RS): 

1. us = aAu +0 (1)- 8 (x) + 8 (x)- 0” (€) -- 8 (x)- Ô (E). 

2. un =d'Au+0(t—-t) Ô(z—r2)+ô(r—-zx)-Ô(t), 4 >0 
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Où e 


3. ya a Au + w (t)- 5 (+12 TE 6" (1) +22. 6 (6), 


k=1, 2, 3, où &€C(1>0) et w—0 pour t< 0. 
4. uy = Au+0(t)sint-ô (x) +e- se LT. (#). 


12.56. Démontrer que pour w, (x) une fonction localement inté- 
grable dans R°, nr = 2,3, V0) est localement intégrable dans R°*1 
et définie par 


VS (x, t) = 6 (t) u4 (E) dE , (14 ) 
27a x -ÿ<t V'at—]z5f# 3 
(+) 
VS (x, t)= SL | ui (E) ds. (142) 
Ix-$i=at 
Remarque. Comme V — L (£n (x, t)su, (x)), en remplaçant dans (14,) 
et (14) v, par w, et en dérivant par rapport à t, on obtient 
. 9 0 () Up () dE 
VO (zx, = | — | Tu, |; (14 
ot ( 27na be -cet V a{®—| r—Ë :) 3) 
U 4 f O(1) 2 
VS, D =— FT (2 Uo (S) ds). (14:) 
Ix-$l=at 


12.57. Démontrer que si f (x, t) est localement intégrable dans 
R"#, n=2, 3, nulle pour t << 0, alors V., est une fonction conti- 
nue et V, une fonction localement intégrable dans R7*t: 

t 
Î (&. T) dE dt (154) 


D Ta ND | 1 >= 1n ? 
U [x-S<a(i-t) Va GT —Tz—E) 


(ei) 
|z—6] 


Va 


1 
GG ti=z 
Ix—il<at 


12.58. Démontrer que 1. Si u, EC (R"),u, E C*® (R”) pour n — 
2, 3, alors V®'et V®, n — 2, 3, appartiennent à la classe 
(2 


dé. (152) 


C* > 0), vérifient pour t>0 l'équation (V()),, = a*AV{), 
k = 0, 1, et les conditions initiales 
(0) avt) 
Va le=+0= 0, ko 4 
gr 1) 
(1) — n — 
VA kt—+0 = Uo (x), Ta t—+0 — 


2. Si fEC*(t>0), alors V, EC (t1>0), nr — 2, 3, vérifie 
pour t > 0 l'équation (V,),;, = a° AV, + f(x, t) et les conditions 
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initiales 
ol” 
Viizso=0, —* 


ot |t— +0 — 


Jndication. Ces propriétés découlent directement des formules (14z), # = 
= 4, 2, 3, 4, (15,) et (15,) si on y effectue le changement de variables E — z — 
= atnetë—r—a(t—"7)n respectivement. 


12.59. Trouver la solution du problème de Cauchy pour l’équa- 
tion des ondes (x € R°) avec les données suivantes : 
1.f=80(t),;u = C, u = C, C = const. 


2.1=0DIrP m=Irzr mel. 
3. f=0(Eé, u =0,u =1+ 1x". 
4. f= 60e IzF, u=1+IzF, w = 0. 


Vérifier que les solutions obtenues sont encore celles du problème 
de Cauchy classique (3)-(4). 
12.60. Résoudre le problème de Cauchy pour l’équation des ondes 
(x € 0) avec les données suivantes: 
=0(6@IrF, w=0,u = 1x". 
_1=0(#  |æz ff, Uo = À, u, = 1. 
. {= © (t), où w EC? (t > 0) et © — 0 pour t < 0, u = 0, 
u—=@|zx | + 
.f=0(t)in ]|z|, y = 0, u = 0; a = 1. 
1 
. f=0(), u=—— Th u, = 0. 
. f—0, w=sin|xzf®, u=sh|zf; a=1. 
- f=60()t, w=lrf, w= TE. 
. f=0(t)e "*lo(x), où wEC?, = V1T+IZF, uy=0 ; a=1. 
—O(t)e-x®, w—=0, u=cos|rf; a—=1 
=0, w=Iin({+|xf), u—=e"Wxi; a=1. 
—=0, uy—=e-lxi, u=ln]|z|; a= À. 
—6(t)sint, uw—cos|rf, uw —=0. 
13. f—0, uw =CO(R—|x|), u — 


Les problèmes de Cauchy pour les équations 12.61 à 12.63 s'énoncent comme 
dans le cas de l'équation des ondes. 


OX 1 OO O1 À © D = 


12.61. Résoudre le problème de Cauchy relatif à l’équation du 

type hyperbolique 
Up = ŒUxx + OUx + Lu + F(x, D,a>0, b>0, 
avec 
F(z,t)=f(x,t) + uo (x)-6" (1) + uw (x)-8 (1), 

et les données suivantes: 

1. f — 0 (1-6 (x), uo = Ô (x), u, = 6 (x). 

2. f—0(t)z, u —=0, u =8(x);, a—b=î. 
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3. f=6(t)t, u =1, u =1x;, a=b=îi 
4. f—=6(the", uo =e*, u = e*; b=î1. 
9. f—0(tje", u, = ax +, u, = 0. 


12.62. Résoudre le problème de Cauchy pour - équation de Klein- 
Gordon-Fock 


Ur = duxx — Mu + f(x, t) + uo (x) “0” (6) + U, (x) à (1) 


avee les données suivantes : 
1. f = 0, u, = 6 (x), M = Si a=m =. 
2. f— w(t)-ô (x), où EC (tZ0) et w —0 pour t << 0, 
Uo — 0, U =T;a—=m — 
3. f—=0(t), uo = 1, u—=i;a=m=-li. 
4. f=0, uy = 6 (x), u = 0 (x); a = m = I. 
12.63. Résoudre le problème de Cauchy pour l’équation des télé- 
graphistes 
Ur = Cuxz — 2mu, + f(x, t) + uo (x) +8" (+) + ua (x) -8 (4) 
avec les données suivantes: 
1. f—0, u) = Ô (x), u = Ô (x); a = m = 
2. f—=w(t)-ô(xz)}, où HEC(tZ>0) et w 
Uo = 0, u, = 0; a = m — 
f=0, Uo = 1, u, = 8 (x): a = m =. 
12.64. Trouver la solution de l’ équation 


————— Ut = Uxx + Ô(z— x° >}, 


1. 
= 0 pour {<< 0, 


1 
a° &) 


où œ(xz) — À pour zx >0, a (x) = a pour z<0, Axa >t. 
Définir le domaine de non-nullité de cette solution (pour x° >> 0). 


Réponses et indications 


12.7. TELUS |r|<1, 0<y<1. 

12.8. siny—41+ex-V; —o0 x, y< oo. 

12.9. z—y—s +5 V; — DT, y< 00. 

12.10. sy (ay 1) ex]: — 0 LI, y Lo. 


12.11. + sin cos (:++) 5 —00<T, y< 00. 
_X2+u 
12.12. (y—3rje “ ; z<1, y <3. 


12.13. +: z>0,[y|<2V 7x. 


o 
LL _] 


12.44. —; z>0, y>0. 
12.15. 2rbLy—rt; —oo<7, y<oo. 
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1216. + 3 : 2>0, y<0. 
12.17. 2 7y (vi) : z2>0, y>0. 


12.18. 2° ty; z>0, y<z:. 
12.19. 23—ÿ; y>—7z. 


12.20. +3) at-x-v (2545) -x-n). Rex EH) 


12.21. xy—y; R= #4. 


zN] 
12.22. re =. 
12.23. Day Lx + y —1) or +y—1)+(2—y +1) vo (à — y + 1)] + 
x+yu-1 
+ | WB+uBIESE 
X-y+1 


12.24. (y 9 (x® +1) + xS cos z. 
_ (at)°h akt2k+1 azhg°hk+2 
12.30. À Sr ARup (x) TE ARu, (x) FETE ARf « | . 


1231. DL (es 00) + Ÿ (as — at) + & (ro + 8) + pee — 08] + 
xi+at ; Xo+at 

+ | ro&+s | Gman. 
x1-—at Xo—at 


12.32. (en 23) (f (rite) +f (ri —0b)]. 


12.33. = Lz|+at)a(z|+at)+(]z|—at)a([1z|—at|)]+ 

[xl+at 

ER Fe pour [z|-0 et u(0, t) = (at) + alta” (at). 
x|—at 

12.34. OU (el OUT (21 —0P 40 (AI 2 14 D x 

xsg(zl—tlzl—t{+t4—zl—tDf) pour Ix|Æ0 et uw (0, 1) = 

—=0(41—24% (42381 [(œ—+ 1) (1 — +1) — BE]. 


12.35. _ 6(A—|xz+t1) LC —118+ +0 A—|z—tl)[(x—t) —1p. 


+ 


12.36. 1. (xz--21)*. 2. at+ar+ ss. 3. sinz. 4. rt+sin (r+t)— 


—({—chthex. 5. 1+1 + + (cos 3t)sinz. G. (1 — cos awt) sin wzx. 


a” @° 


Las { 1 L 1 
il Ce sin l. 
oO GC) 


1 o 
12.37. 1. z—ty+it. 2. ryt (1H) +z—y*. 3. TE (z$ — 3xy°) + ex cos y + 
Lielsins. 4 22+é+tsiny 5. 22°—y+(2r+y)t+HAHLAUS. 6. z°+ 
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++ TE (G-+28+ y) +184 À 0 Fo . eÎx+4y Ë ch 5t— tes st |. 


8. cos (br + cy) cos (at V/b=+ c) +- = sin (bz+-cy) sin (atV/ bc). 


TE 
9. (224 y°) (At) Bal? (x + y) Gas e)eSemfirl o). 10. (x 
+ y° + 4a®) (et— 1—1) — 2a°t° (1++ :) . 
12.38. 1. z2°Lyt—2:tU{eryz. 2, y: LB Hermes +ge 


45 
8. 2°y°2 + try + I (2° + gt + 2 rt yf xs + y Pa) +È 14 (3412 + y +2) + 
+. &. ext cos (21/2) + tesv+az sin 5x + 13e* v2 sinycosz. 5. (Â+t) x 


X (224 y? + 22) + 10at42 (144) (y) +attt (541). 6. (++ 
Hz + Ga) (et—1—1)—at (3411). 7. + (1 — cos at) eZ cos x sin y + evtz x 


X [+ sh at sin r+ sh (atV/2)+z° ch (as V2 | . 8 zxy cos z cos at + 


VÆ 


1 z 
—— ss 1 — 
+ yes sh at+ EE cos (By +42) (< cos 5at 


a sin Sat) . 9. (cos at+ 


1 —— À e. nd 
+ sin at) COSV 2 + y + + ———— sin Vz+y+2 (4 cos at— 
— at sinat—? sin at . 
a 
B 7/2 
12.40. Ci, = a (4+—) . Co=at [ 4 (œ +1) | sin? +1 p dp+ 
a 
Û 


av 
++ | sin® gap | . Ca=d [ata+1+2]. 
0 
12.41. Solution. Le produit de convolution 6, + F existe en vertu de 8.33 
et se définit par la formule de ce dernier exercice, où g — €, et f = F, puisque 
F G, t) = O pour t < 0 et supp Én (x, pe T+ selon 11.14 à 11.17. 

2.42. Solution. Pour w=—=u—u*, où u* (x, 1) € Z' (R7*), u* —= 0 
Lorsque t < 0 est une autre solution du problème uy = a Au+F;ona 
w (x, t) € Z' (Rr*t), w = O0 lorsque t < 0 et w,, = a? Aw. Le produit de convo- 
lution € a + w existe en vertu de 12.41. Alors w — Bo W—= (En), — 2° AGn)sw — 
= 6h + (wy — a Aw) = 0. Donc w=0,u*=u 

12.43. Solution. 1. 6h (x, 1) E Cæ par rapport à 4€ (0, oc) selon 11.26. 
Pour tout t 0 le support de 6, est dans la boule | x | < at ct, donc, unifor- 
mément borné dans R" pour t —+ t, > 0. Aussi, vu la continuité dans 7° de 
la convolution, a-t-on 


(En (z, t) 


RS «vu (x), p(x)) EC (0, 00), k=0, 1, ... (+) 


pour toute @£EZ(ARn) (la définition de la distribution (uw (x, t), 
@ (x)) € Z’ (R') est donnée fin du 811). Ensuite, en vertu des résultats 
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pra 


D, PG)= ET (æ, 4) su (z)-6 (0), @) = 


… ( 6 n (x t) 
(x — 

Par conséquent, (PV (x, t), @(x))€C” (0 co), i.e. FN EC par rapport à 

t€ cs co). On raisonne de même sur 

. Selon 11.26 pour t—++0: 
VO (zx, t)= Enr, t)sui(r) — Où u,(z) —0 dans Z'(RA), 
VO (x,t) 0 : 
XX — = (Ent, t)sui(z)] = 


_06n (x, t) 
= ot 


“us, (x), ) € C (0, æ) en vertu de (+). 


«uy(z)— Ôvu,=u;(xr) dans Z” (R?). 


12.44. Utiliser la formule (10) du $ 12, l'exercice 11.14, les formules (3), 
(31) du $ 8 et les exercices 8.30 et 8.8. 1. u— £1(7;, = 0(at—1zl). 


ô 1 
2. 0 (@—t9)—|z—x0l). 3. GTS = 5 6(4) 6 (at-+ 2) — me 0 (+) (at—2) 
4. PEt = Sçat—1zp. 5. À 6 (a (— 1) — 1. G. 20 (9) 6 (at + Z — 10) — 
0? 1 9 0° 6 (t 
— 7 8 (1) 5 (at—z+ 20) 7. COTE r dat—lz). 8. 1-0, 


Ô 1 
X = Ô(at—|x|). 9. 0. 10. 2 G12. 


12.45. Voir indications de l'exercice 12.44. 1. Solution. L'équation (9) 
pour la solution u (x, t) cherchée s'écrit 


un = du, + f(x, ?) + uo (z)-6” (1) + ui (x) 6 (1) = w (t)- Ô (x) + 
+ 8 (x)-0 () + (z)-8 (1). (+) 
En vertu de la formule (10) 
u—= Vi + VU + VO = Sie lo (4)- 6 (x)] + 
+ 61 [6 (x)-8° (t)] + Ex [6 (z)-8 (HI. (+) 
Selon l'exercice 8.35 (1), 


1x 
a 


t- 


V8 (at—1 | o (t) dt. 


OQt—z 


En vertu de 12.44 (cas 1 et 4), VD (x, D= G(at—|zx]) et Vi (zx, t)— 


= + 6 (at—| z|). Portant V:, V{L et}V{®’ dans (++), on obtient la solution du 


 roblème de Cauchy généralisé (+), dont l’unicité résulte de 12.2. L'exercice 
12.43 entraîne 1 relations limites u(z, {)—O(t), uy(x, t)—G6(t), t 0 dans 


Z'(RN). 2 _ G(at—]|z}|) @t—izD+ + 6(at—12—0). 3. Z0(—1z1 X 
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fi 1 1 
X (—|z1)*+ 7 0(G—Iz—8l) + TZ Ô(—-1z—21). 4. 73 V(at—|z—x|) X 
x ['1—cos (steel) | O(at—|zh). Jndication. 28’ (z)=—6 (2). 


5. 2—O(at—|z|) [2-+sin e 2] Indication. 228 (2)=26 (a). 6. 5 X 


a (1) 1 
X B(at—|zl)(e a 4) + — D 6 |z+1)+ 6 (at—1z— 11. 
7. 0@—I:—2)Wt=Tz 21 soute Rp LOG te Rp 
8. ZO(—1z) (1280 (D ezt 0 (let AI) 0 (1e R |). Indi- 
cation. Voir exercice 7.14 (1). 9. D 0G—izp(s Et LI TE 1(- El) ]+ 
+5 Stat p.10. 50061120 (arotg(—12)— À) +5 56124 RD 
—+6(—|2—R |). 11. + 0 (5 (+242 7 0 (D È(E—z—2)— 5 0 (0) 5‘ 
X (t+z—2) ++ 0 Ô(t—zx—+2). Indication. Voir exercices 7.14 (1) et 8.8 (2). 
12.  O(at—|z— 1) In 


Lt Let +0 (ax). 13. + 8 x 


x (1 20 sg 22 + 0 (9 (O(z+1)VzEt+0(z—t) V'r—t). 14. 7 0(—1z)X 
X[a(t—|zl)2+2B8(4—1z1)]—0(18(t+r)+0()6ô(t—zx). Fndication. Utiliser 
LTRtIER xÔ” (x) = — 26" (x) et l'exercice 8.8 (2). 15. 6(at—|zx|) EE — 


77 Ÿ (£) 2 6 (at—|z+3)+ 2 0 (+) 2 6 (at—1z— 31). Indication. Voir 


exercice 12.44 (8). 
12.49. Indieaion Utiliser les formules 419 à (13). 1. Solution. u—=Vi+ 


VID EVE : V0. D'APrÉS la formule (14) 
vo = 0 T 0 (E) = 2 (0 (z+a1) (æ-+ at) — 0 (#— at) (z— at), 
x—at 
ru (SO il 48), = (8 (at) +0 (z— 0). 


or Se-prirttiriel) 3. [+ 8 (rat) X 


XVEFai— À 0 (ea Vrai |. 4. fe+nmeruetz 0 ({—r)X 
6 @ 
11 


(1z + tl+iz—t|) 


X (a) = 8(—t—2) (+2) |. Indication. Vi= 0 (— [ze 1 (x). 


8 9 


5. 6 e—2(# ny ?+(4—+t1n (++) + 


$ 12) ÉQUATION DU TYPE HYPERBOLIQUE 143 


 (#) 2pm+2 | _ 
LOI Éesvrcess 1 0(2—|zthat|} +0 (2—|r—at ) | | 


X [text{ — exsht + 6 (x + 4) (1 — ext) — 0 (z—t) (1—et-x), 8. —60(1—17) X 
X (1 + cost) + —— 22 [0 (x+-3t—3)+0 (z—3t—3)+21]. 9. —— 20 [0 (x+t)(z +1) + 
+ 60 (z—1) le 0226 (x) z°]. 10. 20 [eo (z t)(z + ma O(x—t)(z—1)5— 


2 Te etat pe420 x 
®t— 
6 


0 (#) 
2 X 


2 (284 À she |, æ#0. 11. 


X [sg (0 (er 0 sg (0) (er). 12. D hr c—2+ 20 Te x 


X{8(z—1+t)In(z+t)+60(z—1—t)In(z—1)]. 13. 20 [8 (æ+ (z+t)n X 


V z+t mn z—t y 0 10,3/ 
x (14225) +0 (e—09 (59 (1-2) |: 14. (842 + 30 (2+ 9 x 
Xsin (z+-t)—30 (x—t) sin (x—t)]. 15. 0 (t) [ag 24/24 0 (2 0 (+ F + )+ 


Ho (0) 16. SI (62284-22830 (z+t)e" VF+IE 


+ 360 (x — 1) e7 Va i, 17. "0 [cos x sin { + 2sin xsint — tcos(x +1t)]. 


18. #0 [8 (1 + LOU rt 0—0Ue NUL 2040 CL st 0 x 


ea 2 0 (a +4]. 
2.53. Indication. Utiliser les formules (10) à (13), l'exercice 12.50 et la 


solution de 12.45 (1). 1. 6 (t) (ES +es chœat). 2. CIE (+: — 


) os 


—%)+3%chat |. Indication. Vin Date « O(t)tInt-1(x). 3. X 


X [(1— a° )H+ Gt +6 (z+at}m+6(r—aim)], 4. 0 


X (sint+cost)]. 5. ES [3(x+at$In|r+at|—3 an In|r—at|—6Gar?t — 


{—9x-t 
D 5 0 [r-sint+ 


1 
2{1+(z+at)] 2[1+(x—at)] 


9. 0 [a et+8)+8+ 5 (+0 (07 |. 10. TmtA+ex+ 


[tt + 6f°x® +412 cos x X 


— 2a43]. 6. 20 [: sin (xt) —sin z sin t + 


te] 8.0 @ {et 1 + 


x+t : 
+ 2eY cht) + | e"# de | . 11. 0 (t) [= F TE + sin x cos { + 


1) (m + 2) 


Ce 4) — (5 — pm TOP oi 
|: 12. 2 { l)arctgt +t tin(t + 1)+ 


JL Inf(E + 2 + 1) — Az], 18, TO (cos z sin? t VTT GE 20 + 


+VTF En). 14 JO joe (sin ++ pee let (ape ete tt 
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45. ow[e 40h iut+ V2 ex (cos(—2—T.) et—cos (2+2— 2 )e-2t) |]. 


146. 64(t) [ sin? x cos? s + cos x sin° t + + elx-tl (+]z—1|)— _ e-lx+tlx 


— 1 
x (4+12+20 |. 47. O(t) Le arctge 0 VIE) + + 
1 
re 18. 0 (t) Les sht + z(et — 1) — rt — tex + 
+ Lim EH VIEGHI} 1: 
7! Matt V'i+G—1): 
12.54. Jndication. Utiliser la formule (10) et l'exercice 11.15. 


B(at—]|zl|) at+Vat? —]zf; a OÉa(z, t) 
1 (1 nt 7) FT & ° 
2. PCTIEN (2ar+ LE) in PURE VS —TEE | + 

&— Gt 1e &W(T) dt ; 
+ Æo(z 2, t). 3. Va =É + Go (x, t). 


0 2—|z{° ———— 
4, EIED [eet-+prin VER _ 2 LV GNT | +82 (20 0. 
G(at—|z|) 
4ra| x | Lu 


« 0() 8 (a(t—to) —|z— 2x0 |) 
+ 63(x, t)+ » OÙ És= 7er ôs, (2. —— Anlaml 


+ Ea(r—7s1, 1). 38. Solution. aa VE Vi VD, En vertu de 8.34 (1) 


12.55. Indication. Utiliser la formule (10) et l'exercice 11.16. 1 
083 (x, t) 
ot 


(Vs, = (Es +0 (t), p) = 


6 0,0 a 
= ( ôs (x)-o (t), n (at —] z[°) (x, t+)) — 


- [6 pi IE EER ds, at } dr. 


Puisque ds,d (at) = dr est l'élément de volume dans R3, 


co [x | 
(Vs, P) = | w (T) È (- £ | dt = 
3 


Ana |z| 


D © o(s#) 
=j) —Aalel q(z, t) dr dt. 
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[x] 
gt 
ra) a ] vo — d63(x, t)  vp=2 783 Ce. t) | 


Par conséquent, V3=— 4e |z| ÔZk 


026 ( sin (: — ag 
0 = 26 (x). 4. 0 (4) — 3 (Ts 


. : LA . 
puisque |z{|* EPCIET + PET L du fait que 


e=txl2 O6 (x) _ O6 (x) 
OTh ÔTh ° 
12.59. Zndication. Utiliser l’exercice 11. ag u les QorTues co (141), (145) 


et (154). 1. 6 (6) (+ +ci+C). 2LIzE x 


x (+++ 1) |. 3. 6 (+) pas PR 4. O(t) [Hes+ 
+ue tiz +) (—1+ et) +1+ 12 ff]. 
2.60. Jndication. ser à exercice 11.16 et les formules ru (14), (144) 
Le | x 2 44 


mot 


et (15e). 1. o( 


+ Hieri+es). 2 66 (SE 


Iz—ëêl 
1 « (- =) x 
+41). 3. — | ———#"—<{ d5+0 (0 (mar + œ 2° 14 pt). 
|x-E£E|<at 
4. 0 IEC in (2149 + LE : infzl—t—21sPimls|— 5 |. 
0 (t) e ]z|<+at | z|—at _0 (4) 
er (le a). 0 DE LÉLRE 


Xsin(|z|+t)} + ([z|— t)sin ([z| —t)° + _ ch (z1+9—+eù (z1—07 | . 
0 _ 
| Fo D (2441212 fe + 360% + In Te). 8. | 


alz| 1+(1zl—at)* 


RDow(z—n) slt sp Malte 
x [ TE de Te VTT |. 


12 1<t 
t 
9. ES EURE Det an 201 +1 do + sin +1 + 98 — sin (1&1— 0e]. 
10. Hell +9 A+ el +9) + (21 — 9 in A+ (2109 + 


° (t) 


HUE Pen2tall 11 Sr (et P Qslch2Alzl—tsh2121) + 


+{(z1+4) In elle In(lz|—t)}®— 4t|x1]}. 12. 0 (e) (t—sint+ 


l — at 
+ He cos (1z1+ a+ TE cos (| 1—a1)°). 13. ou c {EE X 
XO(r1—R)0(R—jat— 21) + 0(R— 12) [EE 621 —jat — A1 + 


DT 
+6(#—121—00 |}. 


10—(1026 
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12.61. Zndication. Utiliser la formule (10) et l'exercice 11.18. 1. Solution. 
u=Vi+ VIO VE, où 
_ b(x-at) __b(x-lx ” 


ego é eo(= teen (à 2a _— € 2a 


moe ge: etre Ess) CE 


Stat—lzl) - b(x-] x) 
et, 
avec &(z,t) défini par la formule de Lexreice 11.18. 2. 0 ([ tet—1) x 

t-x 
X(z+t+ 1) + 8—at+ + + 0 (2 + met — (2 —1)—0(— 12e " |: 


8. O(#) (et (1+z+t)—z—t). 4. 29 ne (et — 4) (eat — 44 a)—ex-at + 


Vi = $ » up (z)-8" (1) = € » 6 (z)-8’ 


t(a+b) — at _ 20 
ET ; 
12.62. Indication. Utiliser l'exercice 11.21*. 1. a L (VE —2)— 
-|x! 
3) l. C—I2)" 
D J, (VE) | es —ôt — | z |). 2. 2E-IEL ü) (T) Jo X 
x+t 
X (VE —7?—x5) +20 | Bo (VE —(z1—E)) &. 3. FE EN X 
xt 
x JV EE) +0 (+) (+| D(VF-E)&). 4. SOfoc+9+ 
EX 


+0 (z—1)+ ((=— 50 (+8) Jo (FE) & |. 
0 


12.63. Jndication. Utiliser l'exercice 11.22*. 1. + ôE—Iz) — 
t-1x| 


TVR (i). 2. LO(—IzDet | o (ve Jo (VU=T—xi) ar. 
0 


3. O(t) tre O(2—D of V FE) &). 
12.64. Effectuer la transformation de Laplace en t. Solution : 
1, 1\-1 Izl _ læ#] 
(+=) 0 (—2 88 x) 0 LT ms ]t 


œ (x) |z—20 | 
+22 6 (20 882) 0 | + — 


œ(r) A—a _Izl+1#1] 
—— Te 820 (2088 2) 0 (1 — GG) EE) . 
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& 13. Problème de Cauchy 
pour l’équation de la chaleur 


Le problème de Cauchy classique pour l'équation de la chaleur consiste à trou- 
ver une fonction u (r, t) de classe C? (t > 0) N C (t > 0) vérifiant, pour z € R?, 
t>> 0, l'équation 
u, = a Au+f(x,t) (1) 
et la condition initiale 
u |. — Uo (x), (2) 
avec f et u, donnés. 
Si la fonction f € C? (t > 0) et toutes ses dérivées jusqu'au deuxième ordre 
inclus sont bornées dans chaque bande 0 < t < T et la fonction u, € C (R') est 
bornée, le problème de Cauchy (1)-(2) admet une solution dans la classe des fonc- 


tions u (x, t) bornées dans chaque bande 0 < t < T. Cette solution est unique 
et se définit par la formule de Poisson 


lx-E 13 
: 1 T7 4ait 
1x Et 12 


{ 
HET __ "1at-T 
+] J aVat—0) ‘ ar (9) 


13.1. Soit u (x, t, t,) une fonction de classe C° pour x € R", 
t>to>0. Démontrer qu'elle est, pour chaque t, > 0, solution 
du problème de Cauchy 


u= Au, ul =f(x, ti) 


si et seulement si la fonction 
t 


v(z, t, t)= | u(z, t,T)dt 


lo 
est pour chaque t, > 0 solution du problème de Cauchy 
VU = a Av +f(z, t), vlit = 0. 


13.2. Soit us (xx, t) solution du problème de Cauchy 


Ut — a° Au, u |1=0 = f} (ze), k — 1, 2, ...,s 


n 
Démontrer que la fonction u(x, t) — [I Un(Z», t) est solution du 
k=1 


problème de Cauchy 


u—=a'Au, ult-o = I În (zr)- 
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13.3. Supposons la fonction f (x, t) E C? (t > 0) harmonique en 
x pour tout t > 0 fixe. Démontrer que 


t 
u (x, = | f(, T) d* 
0 


est solution du problème de Cauchy 
uy = a Au +f(z,t), uli-o = 0. 
13.4. Soit u, € C® (R°) et supposons que la série 


œ 
ô* 
> +7 Au (the ô>0, 
hk—0 
et toutes celles qui s’en obtiennent en dérivant terme à terme 


jusqu’au deuxième ordre inclus convergent uniformément dans cha- 
que domaine fini. Démontrer que la fonction 


aShyk 
u(z, t)= — . 


Rk:=0 


Alu (x) 


est solution du problème de Cauchy 
us = a?Au, 0<t< U |tam0 = Up (T). 


Dans les exercices 13.5 à 13.8, on appliquera la formule de Poisson à laquel- 
le on préférera dans certains cas la méthode de séparation des variables ou les 
résultats des exercices 13.1 à 13.4 


13.5. Résoudre les propanes suivants (pour nr = {): 


1. wu=aäus;tt+e, uli-o=2. 

2. Ur —=Uxx + 3, u |=0 = Sin x. 

8. u=usste "cost, ul =cosz. 

4. U=uszstetsinz, ul =sinx. 

9. Ut = Uxx + sin é, u |1=0 = ex, 

6. CAT = Usz, U lt=0 = e2x-xi, 

7. Up —=Uxx, u 10 = ze. 

8. Alt = Uxx: u |1-0 = Sin ze-**, 

13. Se Résoudre les problèmes suivants (7 — 2): 
1. — Au + et: U | — COS x sin y. 
2. nu sintsin zsin y: u |1=0 = 1. 

3. w—Aut+ cost; u |=0 = zye-**- va, 
4. Bu —Aut+t1; u |t=0 = ent, 
5. 2uy = Au; u |t=0 = COS zy. 
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13.7. Résoudre les problèmes .suivants (nr = 3): 


1. w—=2Au+teosxz; uv —= cos ycosz. 
2. w—3Autet; uli-o=sin(r—y—2). 
3. Aus — Au-sin2z; uso = cos 2ye-*. 


4. w=Au<+cos(r—y+7); ulr-0—e try, 

9. u—=Au; uli-p = cos(xy})sinz. 

13.8. Trouver la solution du problème de Cauchy 
u= Au, uk-o=uw(x), zER”, 


+ 


ou 


ñ 
1. u—=cos Ÿ 2; 2. u—=e-Wxl; 
=! 


3. =D m)e-FE; 4 u=(sin >» n)e-F; 
k=1 


. = 
-(Z x} 

5. Up = € hk=1 e 

Si on prolonge la solution u (x, t) du problème de Cauchy clessiquez (1)-(2) 

et la fonction f(x, t) par zéro pour t < 0, alors u (x, t) vérifie {dans R"+ 

l'équation (en un sens généralisé) 


uy = a Au + f(x, t) + uo (z)-6 (t). (4) 
Le problème de Cauchy généralisé relatif à l'équation de la chaleur avec pour 
source F (x, 1) € Z’ (Rr‘),F = 0 lorsque ft < 0, consiste à trouver une distri- 


bution u (x, t) s'annulant pour t < O0 et satisfaisant dans R'+1 à l'équation de la 
chaleur 


up—= a Au+F(x,t). (5) 
S'il existe £«F, où 
—|x |? 
£ (x, t)= 0 (£) haît 


— € 

(2e V nt)" 

est solution fondamentale de l'opérateur de la chaleur, alors 
u—= 6F 


est solution du problème de Cauchy généralisé (5). Cette solution est unique dans 
a classe de distributions v (x, t) telles qu'il existe 6 » v. 

Le produit de convolution V — # + F est appelé potentiel de chaleur (géné- 
ralisé) de densité F. 


En particulier, si F = ug (x)-0 (t), où us € D’ (R?), le produit de convo- 


lution 
VO = $ (x, thous (x)-6 (1) = € (x, t)* uo (x) 
(s’il existe) est le potentiel de chaleur superficiel (généralisé) de densité uo. 
Le potentiel V vérifie l'équation (5) 
Désignons par M la classe de toutes les fonctions localement intégrables 
dans R7+1, nulles pour { << 0 et bornées dans chaque bande 0 < 1 < T, zx € RA. 


13.9. Trouver la solution du problème de Cauchy généralisé (5) 
pour F suivants: 


1. ô(t)-8(x). 2. Ê(t— to) 0(T— ro), to >0. 


150 PROBLEME DE CAUCHY (CE. IV 


3. à 10 . 4. &’(t)-8(x). 

5. ô(t— one t1>0. 6. 6’ (te F2. 
7. B(t)-6 (x). 8” B(t—t)-8(rz— x), 0. 
9. 8" (EX Ez— z0) + 8( LE. 


10. wo(t)-ô(x), où HEC (t>0), w—0 pour t< 0. 
v 1 .10. Soit f(x,t)E M. Montrer que le produit de convolution 
“f 
1) existe dans M et se définit par 


-t7 


4 (x 
_ f (6, tat-0 . 
V (x, t) | \ PTE ec dE dx : (6) 


2) vérifie l'estimation 
[V (x, t)1<t sup [f(8 7)l, t> 0; 
0<T<t 
3) est l'unique solution (généralisée) dans M de l'équation 
V,= a AV + f(x, t). 
13.11. Soit u, (x) une fonction bornée localement intégrable dans 
R7. Démontrer que le produit de convolution 
VO = 8 (7, tjeuo (x) -0 (+) = 6 (x, t)sus (à) 
1) existe dans M et est défini par er 
VOD [ #® ei; (7) 
2) vérifie l'estimation 
V9 (e, DI<suplm OI 10: 
3) est l'unique solution (généralisée) dans M de l'équation 
VÉN = a AV Lu (x) 6 (t). 


13.12. Démontrer que 1) si f € C? (t > 0) et toutes ses dérivées 
jusqu'au deuxième ordre inclus appartiennent à la classe M, alors 
V=8fE%(t>0) NC1(t> 0) vérifie pour {> 0 l’équation 
V, = a AV + f(x, t) et la condition initiale V |4=+0 = 0; 

2) si wo (x) est une fonction bornée continue, alors 

VIN = Bou EC (>0NC(tZz0) 


vérifie l'équation V£® — a? AV(09) et la condition initiale 
VO [240 = üo (x); 
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3) sous les conditions 1) et 2} la fonction u = V + V0), avec 
V, V(0) définis par les formules (6) et (7), est solution du problème 
de Cauchy classique (1)-(2). 


Indication. Les propriétés demandées découlent directement des formules 


(6), (7 


13.13. Démontrer que la solution du problème de Cauchy généra- 


lisé 
u, = @* Au + f(x, t) + uo (x) +6 (1) (8) 
est donnée par la formule de Poisson classique 
u (x = 00 \ u (E)e. er dE + 
, — (2a V x)" LA 0 


ten 
he res 


si la fonction f est localement intégrable dans R"*1 et égale à zéro 
pour {<<0, si la fonction uw, est localement intégrable dans 
RT et si les deux termes dans la formule (9) sont localement intégra- 
bles dans R"*1. 

13.14. Trouver la solution du problème de Cauchy généralisé 


Uy = Uxzx + Uo (x) +6 (1) 
avec u, égal à 


1. 6 (x). 2. 6 (1 — zx). 3. 6 (1 — | x |). 

4. O (x) e"*. 5. 0 (r)(x + 1). 6. 6 (x — 1) zx. 

Montrer que les fonctions u (x, t) obtenues sont pour t > 0 
de classe C'® et satisfont à l’équation u, = u.., et, pour t —> + O, 
sont continues en tous les points de continuité de u, (x) et vérifient 
en ces points la condition initiale u | 1-9 = uo (x). 

13.15. Trouver la solution du problème de Cauchy généralisé 


Ut = Uxrx + f (x, t) 
pour f suivants: 


1. 6(t—1)et. 2. 60(t— n) cost. 3. 6 (t — 1) x. 

9. 0(— 2)e*. 5. 6( 8 (x). 6. 68 (1-0 (1 — |zx |). 

Montrer que les fonctions u (x, t) obtenues sont de classe C (R?), 
vérifient la condition initiale uwli-o — O0 et aux points de continui- 
té de f (x, t) appartiennent à la classe C*. 

13.16. Démontrer que la solution du problème de Cauchy géné- 
ralise (8) est encore celle du problème classique (1)-(2) et trouver 
cette solution pour {> 0 dans les cas suivants (f = 0 pour t < 0 
et est donné seulement pour t{ > 0, x € R1): 

4 f=z, uw =. 2. f = 1, u—=xt. 
3. f = 2zt, u = © +zi,a = 1. 
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4. f = St, uo = À, a = 1. 

5. f=Vt, w=shz. 6. = Uo= re*. 
7. f=Int, u, = zxsinx, = 1. 

8. f—=zxcosx, up — TCosx, ei. 

9. fe", us = x0 (x), a = 1. 


10. f — ze”, us = 2*0 (x), a = 1. 

13.17. Démontrer que la solution du problème de Cauchy géné- 
ralisé (8) est également celle du problème classique (1)-(2) ; obtenir 
cette solution pour t >> 0 dans les cas (ici n — 2,f=0 pour it <0 
et n’est donné que pour des t supérieurs à O): 

1. f = age, uo = 2 — ÿ. 2. f= 2 +, uo = 2 + ÿ. 

3. f — 4zy, uo = x*y”, a = 1. 

4. fe" cosy, uo = e**?. 

5. f = sin (zt)elt, u, = x cos y. 

13.18. Démontrer que la solution du problème de Cauchy géné- 
ralisé (8) est celle du problème classique (1)-(2) et trouver cette solu- 
tion pour { >> 0 dans les cas suivants (n — 3, f — 0 pour t << 0 et 
est donné seulement lorsque t >> 0): 

1. f = zye*, u, = ze cos z. 

2. f = xycosz, uo = (2 + y')cosz, a = 1. 

3. f = TyZ COS Z, Uo — TY°Z". 

d f = (x° — 2y 2 + ze, Uo = ZX + y* + 2. 

5. f = cos t sin 3x cos 4yef*, u, = sin Ée cos 4Ayet*, a = f. 

13.19. Démontrer que la solution du problème de Cauchy géné- 
ralisé (8) est encore celle du problème classique (1)-(2) et chercher 
cette solution pour & => 0 dans les cas suivants (f — 0 lorsque”t < 0 
et est donné seulement pour t > 0, x € R”): 


1. j=|zf, wo = ler. 2. j= 2 2è, U= DE: 


x 
n 


n DE 
4. f=0, w= >; et! 
Re 


n 


n 2 
5. f—0, u=(cos > z.)er=1 ° 
= 1 


L'équation u, — au, — bu, — cu = f (x, 1), avec a, b, c des constantes, 
est réduite par le changement de variables 


v(y, 1) = e tu (y — bt,t) 
àll’équation de la chaleur. 
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13.20. Trouver la solution du problème 
Uy — Qusx — bu, — cu = f(x, t), uli=o = Uo (2) 


avec les données suivantes: 


1. f=1, w=1,c= 1. 

2. f—e, uo = cosz, a—=c—1Â1, b = 0. 

3. fe, u = cosxz, a—=c—2, b=0. 

4. f=tsinz, uw =1, a=c—=1, b=0 

5 f—=0, us = e-*. 

6. f—w(hECi(t> 0), uw, EC et est borné. 

13.21. Trouver la solution du problème de Cauchy généralisé 


Ur — Q'uss — bu, — cu = f(x, t) + uo (x) -6 (t) 


avec les données suivantes: 

(t — 1), u = 8 (x), cÆ 0. 

(t — 1), uo = 0 (1 — 2), c = 0. 
(t—1)e, un =0(1—|xz|l), c£i 
( 

( 


—_” 


t— let, u = 0(z)e*, c = 1. 
t—1)e, u = zxz0 (x), a=2, b=c— —2. 
.f=0(06 (2), Uo — T. 

Etudier la régularité des solutions obtenues comme dans les exer- 
cices 13.14 et 13.15. 

13.22. Démontrer que la solution du problème de Cauchy géné- 
ralisé 


OO 


DOC Nr 


Uy — usx — bu, — cu = f (x, t) + uo (x) +6 (1) 
est encore celle du problème classique 
Up — d'Uxx — bu, — cu = f(x, t), uli=o = Uo (x), 


et trouver cette solution pour t => 0 dans les cas suivants (f— 
pour t << 0 et n’est donné que pour des t supérieurs à 0): 


A f=x, u=2x, a—b—=c—1i. 2 f=-7s mé. 
3. f—te*, u = ze, a—2, b—= —1Â, c = —2. 

4. f—=xe", u = shz, a=c—=1, — —2. 

5. f = costsinze*, u, —= cos ze”, a — 1, b = —2, c — 
6. f—=x, uy—=zsinz, a—=b—=c—1. 

13.23. Soit u (x, t) la solution du problème de Cauchy 


u, = a Au, ulr-o = Uo (x), 


où WEC(RT) et |w(x)|[ LMeWË, 80. 
Démontrer que quel que soit £>0, TzER", 


Ôlx|3 
Lu(é, z)ILM (1+ 4a26t) 72e "T+amr, 
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13.24. Soit u (x, t) la solution du problème de Cauchy 
u, = a Au, uli=o = uo (x), 
où u, (x) est une fonction continue à support borné. Démontrer que 
quels que soient 7? >0, à < , il existe un M>> 0 tel que 
[u(z, t)I<SMe-dxi, ze R?, OLI<T. 
13.25. Soit WE C (R°) et [w(r)| << Mset®, où 8 > 0. Démontrer 
que pour 0<i< Te, zCR", la fonction 
1x — 613 
| = ee 
= — ka?t 0 
u (x, ) (2a V au)" | Ug (E) (d dé (1 ) 
est de classe C°” et solution du problème de Cauchy 
= a?Au, <<; ü |t=0 = Uo (x). 


13.26. Démontrer que sous l'hypothèse de l'exercice 13.25 pour 
tout Ô supérieur à 0, la fonction (10) appartient à la classe C® lors- 
que t>0,zxE€ R", et est solution du problème de Cauchy classique 


u, = at Au, 1>0; uli=o = wo (x). 
Réponses et indications 


13.5. 4. +++ 12. 2. (3Le-tsinz. 3. (1+tje-{cosz. 4. chtsinz 


1 x 1 fxrxttt _3 __x. 
5.1—cost+(14+4) 2e 1F4t,6.(4+r) 2e 1H .7.z(t+4 2e 1+ii 
_i _ hx3+1 
2. zx 4(1+t) 
8. (1<+1) sin Tr e . 
13.6. 1. et— 1 e—2t cos z sin y. 2. 1+ + sin z sin y (2sin # — cos # + e”2t), 
_ x3+y2 ; ; _ (æ-vyr ; 
3. sint 7" __, 1+4 . 4, — — 1+1 0 D ——— Xx 
FT STViri Vire 
_ Ux2+17?) 
Ty 2(1+13) 
x cos 4+r2 e e 


Ed 
1 cos 2y “Tri 4 
3. —d—t . 4. cos (z — 2) (Â — e-3t 
7 + A g COS (z — y + 2) ( ) + 
(x+y—2)2 _t- 1G3+V3) 


1 TT 41+121 sin z zy 1 +412 
—— € D ————— cos ———— €. e 
TA 12t V'1+41 1+ 48° 
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n on _ Ii _ +2 
13.8. 1. enfcos à zx. 2. (14H41) ?e F4, 3 A+4n * x 
k=1 


n 
n Lier Un DR _nt+isp 
X (Same 1, 4 (+49 sine HE, 5 Tr 
C2 L 1+46 V1+ nt 


1 a 2 
Ter (2 si) 


X e 


13.9. 14. S(z,t). 2. LS (z—zot—to). 3. — An E(z, t). 


Irf nr z$, — 24? (t—to) (n+2) zx 
4. (Er +) 6 (z, pe 5. To 6 (z, t). 6. Lai 
— AE | 6 (x, t). 7. 6 (x, Tt) dt. 8. [ 6 (z— 20, +) dt. 9. [Æ me 
{ 
(zx — 2?) 
2 er) G (z—zo, t). 10. | © (t) 6 (z, {—T) dt. 
0 


3.14. 1.0@Q@(—2—). 2. wo (=). Per 


V2 V2t Va 


4. O(tei-x® T& )- au , 0 (4) [+ 
+ (+00 (2 6. (4) [+ co (2) ]. 


13.15. 1. 7x) Le 2. 60(t—n)sint. 3. VER (t— 1) zx. 4. 0(1—2) X 


X(et-2—1)ex, 5. O(#) jo © (= ) &r. 6. 0 (1) [o( (= -0(2)]e 


13.16. Indication. * Pour la démonstration voir 13; 13 et pour la solution 
l'explication qui précède l'exercice 13.5. 1. z(t+1). 2. z?+22t+ 2aît—a°t?. 


3. 23+ M6 (z+2r2) +3 (12H). 4. #84 À text, 5. £ 24 et ch z. 
6.2V/1+(z+92a%) T0, 7, 1nt—t+(rsinz+2tcosz)e-t. 8. zcosz + 


+2sinrz(et— 41). 9. FETE Le +0 (= Vz ]- 10. (2— zx) ex+ 


+ d | = 
+eta-net+e Le bts! +00 (7 ]- 

13.17. Même indication. 1. 2°—y2+zy (et—1). 2. (x + y?) (141) + 4a°t + 
Hat. 3. 22y+Ot(r+y)2+ 4. 4. texcosy+etVt2t 5, (224 ya)-1 x 
X {z<+ (y sin zt—zx cos xt) eVt]+ x cos ye rat, 

13.18. Même indication. 1. ze cos z+ a°zyez (e* t__4). 2. cos z [zy (1—e-t)4 
+(x+y+aäthe"t]. 3 zyzsint+ z (g + 2at) (234 Ga?tz). 4. z+y+s+ 
+ 2a2t (1+3z) + (2° —2y3 +23) (ef— 1). 5. sin 3x cos 4ye4z (e-9{ + sin tez). 
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ñn 
13.19. Même indication. 1. (1+t)|z[2+nat(2+4). 2 D) [(A+t)zÿ + 
R= 


Ul 


na3t+ S Xp n naît+ S 2, 


Hat (2+t)zn]. Bei—i+e M1, 4. (2nat+ D ze Ræl oo, 
Ru | 


ñn 
x 


ñn 
D. COS (2a?nt+ » zh) eh=i 
R=1 


13.20. ‘1.2ef—1. 2.tei+tcosz. 3. et—ette-tfcosz. 4. et + - t sin x. 


_1 .,_ &+bti t 4 
5  (MHéäat) 2e that, 6. fou nétar+ x 
4 2a V nt 
00 tn =i+bnt 


x | wŒe Fat 


13.21. 1. Le («—1) (etc 1) 0 (6) ect (= z+bt |. 2.06—14—1+ 


Vs 


b 
+60( x) 3. I (et — ect) À Q (thect Lo (ES) 
z—+bt—1 …: _ t +t(1+b+ a2) z+ bt + 2a° 
(SE ) |: 4,0 (—4) (+ Dette" (ET ) - 
(x 21) 


5. O(t— 1)(t—1)ex+0 (t)e-2t [y + e 16 + (z—2t) O )]: 


6. O(t) [ (+00 a+ | «D ( DE | & | 
0 


13.22. 4. 2r—22+19[t—z+(z+t}let. 2. ater+te + | 1. 
0 


L—T 


3. (1+-x+-7t) extt— (140) ex. 4. z(t4-1) eïhettsh(z—2t). 5. (cos z<+-sin t sin x) ex. 
6. 1—xz+(x+tit—1)ett(r+t) sin (z+t)+2t cos (z+t). 


$ 14. Problème de Cauchy 
pour d’autres équations et problème de Goursat 


1. Problème de Cauchy pour l'équation de Schrüdinger. Dans le cas de l'é- 
quation de Schrôdinger, la position du problème de Cauchy classique 


up = Au + (z, t), u | t=0 — uo(z) (1) 
et celle du problème de Cauchy généralisé 
u=iAu+F(z,t (2) 


sont analogues aux positions correspondantes pour l'équation de la chaleur (voir 
pp. 147 et 149). 
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La fonction 
e (0 ilxi? _ ani 
gun- 20, 4 
FO QV a 
est solution fondamentale de l'équation de Schrôüdinger. 


Pour le problème de Cauchy (1) jouent les résultats analogues à ceux des 
exercices 13.1 à 13.4. 


Nous dirons qu'une fonction u (zx, t) est de classe © si elle satisfait à l'esti- 
mation 


lufr, DI<cU+Izl}, zERr,t>0, 
pour certains c et À. 


14.1. Démontrer que si u, (x) € $Ÿ (R”), la fonction 


1 . 
ur t)= gr | e=itlul?-i(x, v) | uo (E) ei V dE dy (3) 
Rr" R' 
est solution du problème de Cauchy 
ur = iAu, Wlimo = Uo (Z); (4) 


u(r, 1 EC (120); u(z, D ESF (RT) pour tout t>0 fixe; 
quels que soient « et f, les quantités zËD® u (x, t) sont uniformé- 
ment bornées en zx ER", 1 >0. | 

14.2. Soit u (x, t) solution du problème de Cauchy (4). Démontrer 
que pour tout 7 >> 0 la fonction v (x, t) = u(x, T —t) est solu- 
tion du problème de Cauchy 


= —i Av, O<LI<T; vlir = u (x). 
14.3. Supposons que v (x, t) et v (x, t) sont solutions des proble- 
mes 


Ut — xx) ult=0 = Uo (x) (5) 
et 


VU = — ex, OLI<T, viser = Vo (x); 


de plus, u (x, t) E S et la fonction v(x, t) s'obtient moyennant 
les formules des exercices 14.1 et 14.2. Démontrer que 


| uy(z)v(x, 0) dr = | u(xz, T)vo(x) dx. 


R1 R1 
Indication. Dans l'égalité 
T 0 
Î Ÿuta 9 qe (a) ue (as D tu (2, 9] dx de 0, 
0 


où l’on retrouve ms (x) de l'exercice 6.5,en intégrant par parties éliminer les dé- 
rivées de la fonction u (x, t) et passer à la limite pour Ô —+ co. 


14.4. Démontrer l’unicité dans S de la solution du problème 
de Cauchy (5). 


158 PROBLEME DE CAUCHY (CE. IV 


Indication. Utiliser le résultat de l’exercice 14.3. 

La solution du problème de Cauchy (1) est unique dans la classe # (pour n=— 
= 4 voir exercice 14.4). Dans les exercices 14.5 à 14.10 on considère des solu- 
tions de cette classe seule sans imposer la condition d'existence de u,. 


14.5. Soit up (x) E C*1 (RP), Izl*$ lw(x)| << M, 
|z [1] Dau, (x) | < M quel que soit «, la l<n+i. 

Démontrer que le problème de Cauchy (4) admet une solution 
définie par la formule (3) qu’on peut écrire comme suit : 


ix—£12 


TE DURS ft dé. 


14.6. Soit u, (rx) ECC (R!), a > 2, us (x) = 0 pour [zx |>1 
et [uNM (Tr | M, r<a. 

Démontrer que la solution du problème de Cauchy (5) est dans la 
classe C® (t >> 0) et que 


u(zx, t)— 


2+r-a r=0, 1, 


.., AŒ— 2, 


pour tous les z € R1,1>0C. 

14.7. Soit u(x) EC2(R1), IP (D ISCA+Izl}, r< 
<a,aZ>2, À << a — 5,et soit u, (x, t) solution du problème de 
Cauchy 

Uy = ils, Ult=o = Up (x) e (x — k), 


avec e (x) la même que dans l’exercice 6.4. Démontrer que la solu- 
tion du problème (5) existe, est définie par la formule uw (x, t) — 


= À un (2 t) et que [u(z, D [EC (1+1zl)e-2 pour tout 
x r CRI, t> 0. 
Indication. Moyennant le résultat de 14.6 montrer que 


Ci @HIED QC HIz DT CHIEDE 


ENFANT) A+1k 22 


14.8. Soit uo (x) EC'(R!) et [leu (x) | dx << co. Démontrer 


[up (z, t1< 


R1 
que la solution du problème de Cauchy (5) existe et est énnie par 


ot | Lu 


to 


u (x, 1 


m Vi 
RECERLT 


14.9. Soit u, (x) = et Ixl® avec a réel et x ER". Démontrer 
l'existence, pour a > 0, d’une solution du problème de Cauchy (4) 
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et montrer que, lorsque a << 0, la solution n'existe que pour 0<1< 
<. Trouver cette solution. 


Comparer le résutat avec celui de l’exercice 14.7 pour nr = 1 
dans les cas a = 0, 

14.10. Résoudre " oblèmes 

4. w=iusx+ trs; ulr-o =. 


= ilxx, 0LI< L 5 U|imo = ei, 
. w=iAut+zcost—-ysint; [to = 2° + y. 
. u=iAu+G6r+y+is; uen (+0 + 75). 
u=iAu; uk-o—=e FE, zER 
14. 11. Trouver la solution du problème de Cauchy généralisé (2) 
pour les F € Z' (R"+) suivants: 


1. ô(t)-8(x), 2. ô(t)- À FE. 

3. O({)-0(z+ 0), n—=1. 4. 6(—1) Ô(r), n=1, bb >0 

14.12. Trouver la solution du problème de Cauchy généralisé 
Ur = ilss + f (&, À) + uo (x) *8 (+), 


lorsque t > 0, pour jf et u, suivants (f = 0 lorsque f << 0’et n'est 
donné que pour t > 0): 
.Î = ; (x), uo = 0 (x). 
2! f=60(t—1), u =68(1—]z ll). 
f—0(t—n)sint, uo = r. 


no D 


3. 

1 
4, ——, Up—=COSZ. 
vs Jr 


0 (t— 1) (et — e), u = x sin x. 
Dénontré que les fonctions u (x, t) obtenues dans l'exercice 
14.12 (3,4,5) sont solutions du problème de Cauchy classique. 
2. Problème de Cauchy pour l'équation u,, = —A?u + f(x, t). 
14.13. Soit u (x, D EC(t>0). Démontrer que la fonction 
u (x, t) est solution du problème de Cauchy 


Uys = — Mu; ulro = p(z), ult=o = 0 


si et seulement si la fonction 
t 
w(z,t)=u(z, t)+i | Au(zx, T)dt 
Û 


est solution du problème de Cauchy 
w, = i Aw; wo = Q (x). 
14.14. Démontrer que si w (x, t) E C* (t > 0) est solution du 
problème de Cauchy 
w, = i Aw; wlio = (x), 
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où y (x) est une fonction réelle, alors u (x, t) = Re w (x, t) est solu- 
tion du problème de Cauchy 


Us = — Mu; umo = (x), uilt=o = 0. 

14.15. Supposons que f(x, t) EC*(t 0) est biharmonique 
(A? j = 0) pour tout {> 0. Trouver la solution du problème de Cau- 
chy 

ur = —Mu+f(z, t); ulio — 0, ulio = 0. 


14.16. Soient u, (x) et u, (x) des fonctions biharmoniques. Trou- 
ver Ja solution du problème de Cauchy 


Ur = — Mu; u |i=0 = Uo (x), u, | — U (2). 
14.17. Soit w (x, t) E C* (t >> 0) solution du problème de Cauchy 
w, = iAw; wlr-0o = (x), 
avec œ (zx) réel. Trouver la solution du problème de Cauchy 
Uyrg = — Mu; uso = 0, u:li=o — p (2). 


14.18. Supposons que w (x, t) E Cf (t > 0) est solution du pro- 
blème de Cauchy 


w, = iAw; w |ro = (x), 


où” (x) est imaginaire pure. Trouver la solution du problème de 
Cauchy 


uyy = —Nu; uli=o=® (zx), wlr=o = 0. 
14.19. Soit u, (x) E CS CRT), |zl "lu (DIM, |zl x 
X|Dw (D I<M,lal<n+3. 
Démontrer que le problème de Cauchy 
up = —NMu; uli=o = Uo (x), urli=o = 0 


admet une solution définie par 


Da | ME cos (RÉ) à 


Indication. Utiliser les résultats des exercices 14.5 et 14.14. 
14.20. Résoudre les problèmes 

1. ur = 7 + GtzS ; uki-o 0, we i=o = rt. 

2. un —Au+zyet; uli-o= 2, wl1-0 = 0. 

3. un = — Nu+Gry2z, ulo—=0, w |1=0 = 0. 
4 


u 
° Sr" 0<i<—;: u |t=0 = COS 1°, Ut 40 = 0. 
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3. Problème de Cauchy pour l'équation SP (i +) Ue 


Le problème de Cauchy classique pour l'équation 


à ( 
T=P (1) u, 1>0, zERi, (6) 


où P (0) = ao + eo li +... +an, #0, N > 2, 
avec la condition initiale 


ul, = uo (x) (7) 
est posé dans la classe des fonctions u(z, t) EC (4 > 0) admettant pour t > 0 
. . ou d'u . 
des dérivées partielles — et 3. N continues. 


On dit que le problème de Cauchy (6)-(7) est bien posé dans la classe ,$ (pour 
la définition de # voir & 9) s'il existe, pour chaque fonction u, (x) € .$, une 
solution unique du problème (6)-(7), qui appartient pour tout t > 0 à la classe 
# et décroit lorsque | x | —--c, ainsi que toutes ses dérivées figurant dans (6), 


plus vite que toute puissance de | z |! uniformément en t dans chaque inter- 
valle 0 <t <T < oo. 


14.21. Supposons que le problème de Cauchy (6)-(7) est bien posé 
dans la classe #Ÿ et que 


v(o,t)=Fui(r,t)] = | u(z, t)etx0 dx, 


où u (x, t) est solution de ce problème. Démontrer que la fonction 
v (o, t), quel que soit t 0, est de classe Ÿ et solution du problème 


D =P(o)v, vlteo=Fuo(x)]. (8) 
14.22. Soit u, (x) € S et 
Re P (6) << C << © (A) 


pour tous les © réels. Démontrer que la fonction 


un(e D=g | etPt-iss (us (E) eiet dE do (9) 


est solution du problème (6)-(7), appartient à la classe C® (t > 0) 
et, lorsque {|zx | —+ oo, décroît plus vite que toute puissance de 
|z |"! uniformément en { > 0, ainsi que toutes ses dérivées. 
14.23. Démontrer que la condition (A) est suffisante et nécessaire 
pour que le problème de Cauchy (6)-(7) soit bien posé dans la classe #.. 


Indication. Nécessité. Montrer que si (A) n'est pas remplie, il existe une 
fonction u, (x) € F telle que la solution du problème (8) ne soit pas de classe . 


14.24. Le problème de Cauchy (6)-(7) étant bien posé dans Ja 
classe Ÿ, démontrer que sa solution est donnée par la formule (9) 
11—01028 
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qui peut se mettre sous la forme 


u, (a, t)= | 0 G(e—E, 1) dE, (10) 
GG = | etP(o)- ix0 go, (11) 


Indication. Utiliser l'estimation |G(x, 1) | < ct UN, 
14.25. Soit us (x) E CN+2 (RY et 


| Qu (z)[dr oo, k=0,1,.. , N+2. 


Démontrer que le problème (6)-(7) admet une solution définie 
par la formule (9) (ou par les formules (10)-(11)) et que pour t > 0 
la fonction u (x, t) est bornée, ainsi que ses dérivées figurant dans 
l'équation (6). 

4. Problème de Cauchy pour une équation du premier ordre. 

14.26. Résoudre les problèmes suivants: 


4. ur + 2ux + Su = 0, u [1-0 = 2°. 
2. u+2u.tu=xtl, u=0=2—2. 
. 2Uy =Uzx + TU, u |t=0 = 1e 


3 
4. Qu —=Ux— TU, u [1-0 — 2re*?/2, 
5. w+(+zux—u=0, ul =arctgzr. 
6. u+(1+t)ustu—=t, uno =e*. 

7. = Ux tr U u |t-0 = 1. 

8 

5. 

1 


. 2tUy + Tux — 3x2u = 0, u |1—1 = 5a, 
Problème de Goursat (voir [3]). 
4.27. Démontrer que le problème de Goursat 


Uxy =0, 0Ly<ar, z>0, y>0; 
u|y=o = f(x), u [y=ux = £ (7) 


admet une solution unique 
u(z y=f(+e(+)-1(+), 


si les fonctions f (x) et g (x) sont de classe C* (x > 0) N C (x > 0) 


et F0) = g (0). 
14.28. Démontrer que le problème de Goursat 


Uxy = 0, z > 0, y > 0, 
u|y=o = f(x), u | x=0 = £ (ÿ) 
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a une solution unique 
u(z, y) = f(x) + g (y) — j (0), 
si les fonctions f (x) et g (x) appartiennent à 
C>0) NC(z2>0) et f (0) = g (0). 
14.29. Démontrer que le problème de Goursat 
Ur = 0, yY> ar, z>0, a <O0; 
u | y=ax = 0, u |x=0 = 0 


a plus d'une solution. Montrer que l’ensemble de toutesiles solutions 
de ce problème s'écrit 


u (a, p=i(r)—1(+), 


où f (x) est une fonction quelconque de classe C* (R°) s’annulant’pour 
z 0. 
4 


14.30. Démontrer que le problème de Goursat 


Uxy = 0, O<Ly<pi(x), z>0; 
u|,=0 = (x), U |y=gtx) = £ (x) 
admet la seule solution 
u (x, y) = f(x) + g(p* (y)) — 7 (p7 (y)), 


si les fonctions f (x), g (x), (x) sont de classe C? (x7=0)N C (x> 0), 
00 g (0), (0) = 0, p(1>0, œ-!(y) étant l'inverse de 
p (x 
14.31. Soient q (x), (x) des fonctions de classe C?(2=0) f 
NC(z>0) et y (0) — (0). Pour quels a réels le problème de Goursat 
Quzx + Uyy = 0, x>O0, y> 0, 
u |y=0 =œp(z), u |x= 0 = \ (y) 
admet-il une solution unique? Trouver cette solution. 
14.32. Pour quelles valeurs positives du paramètre:b le”problème 
Utt —= Arr 0 cd LL br, TI > 0, 
U tem0 = 0, uli-5x = 0 
a-t-il une solution banale et cette solution seulement ? 


Dans les exercices 14.33 à 14.55 on demande de trouver la solu- 
tion du problème de Goursat posé et de démontrer son unicité. 


14.33. Uxy FUx=T, T2>0, y>0; 
U |xe0 = y?, u |y=0 = T?, 
14.34. Uxy + EyUux =0, > 0, y>0; 


ulx=0=0, u|,-0=x. 
11* 
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14.35. Uxy + uy=1, z>0, y>0; 


U emo = P (Y), U ly=0 = Ÿ (x) 
os Ÿ (x) appartenant à la classe C?(r=>0)NC(z>0) et p(0) = 
= Ÿÿ (0). 


14.36. Uxy + Tux =0, z>0, y>O0; 
U [oo = P (y), U fyeo = Ÿ (x), 
avec (x), ÿ(r) de classe C2(7=0)NC(z>0) et (0) — 1 (0). 
14.37. dUzx — 2uyy +uxtuy=0, y>]|x|; 
U |ymx = 1, Uly=-x =(z+1)€*. 
14.38. 2usz + Uxy — Uyy + Ux + uy = 0, —+r<y<z, z>0, 
U |y=x = 1 + 3x, u| __1 .=1. 


14.39. us + Gus, + Suyy =0, z<y<5z, z>0; 


Uly=x = (x), ulymsx = Ÿ (x), 
où p(z) et (x) sont de classe C?(7>=>0)NC(z>0) et (0) — W (0). 


14.40. es + Vuyy + + uy = 0, —ir<y<0, z>0; 
uly=o=0, u = ae 
14.41. Ury — Uyy =0, y>—e*, r>0; 


u |>=0 = y?, ul x = 1-2. 
14.42. Yusx + (T— y) uen — Zuyy— Us tu, =0, 0OLy<z, x>0; 
U |y=0 = 04 U|y=x = 47*e 
14.43.  Zzuszx + (Tz—Y) uxy — Yuyy =0, OLy<Lz, z>HU; 
u|y=0 = 0, u|y=x = Te 
14.44. pusx + uxy=0, y—8<3z<y, 0<y<2; 
uly=2=37+8, u|sxuys = 29. 
14.45. Lusx — Yuyy = 0, Y> x, > 1; 
U [mi = 1, U |ynx = Te 
14.46. zu. — yhu,,, + zu, — yu, =0, L<y<z, z>1; 


u =Z =1Linxz. 
[px ’ 1 + 
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14.47. 3russ + 2Zyuxy — Puyy =0, 2<Y< 0<r<1; 
LT 
U |xy = Y; U |xys = Y?. 
14.48. ST'Usx + 2Tyuxy — Yuyy = 0, 1<Ly<x, z>1; 
U lyuxx = 0, y = C0. 
14.49. 


Uxx — 2 Sin ZUxy— COS Tu, —COS Zuy —0, |[y—cosxz|<Lzr, x>0; 
“hsteme— COST, U|y=-x+c08 x = COST. 
14.50.  uxy— 7 (ux—u,) =1, y<—zx, z2>2; 
u|y=-x =0, une = 2 +2y ++ y 
14.51. Use —Uyy + Eux = 0, y>1+]z|; 
Uly=itx=1—2x, ufni-x=1+ x. 


14.52. Ues— Uyy+ + uxt ue 0, y>X, z> 1; 


U [px = 1, U |x—1 = y. 
14.53. Uxy = 1, AT Ly<fz, r>0, 0<a<f; 
U |ymax = 0, u |y=gx = 0. 


14.54. Uzy=0, Ly<2r, zx 0; 
U|y=x2 = 2f, U |y=2xs = T°. 
14.55. Uxy =0, Li Ly<Lrt, 0Lr<i; 


U [yet = 0, 0 |yexe = Z (1 — 2). 
6. Problème de Cauchy pour les équations quasi linéaires. 
14.56. Trouver une solution du problème de Cauchy 


u, +uu, = 0, t>0; uli.o = S£gx, 
qui soit continue pour t>0, |x|+t-0, et continüment dé- 


rivable lorsque t 5 | x |. 
14.57. Trouver une solution du problème de Cauchy 


a pour z<<0, 


U + uuz =0, t>0; dno= | à pour z>0 


avec &, (>) constants, que soit continue pour t>0, |[z|+t#0, 


+1 
et continüment dérivable en dehors des droites t=—+, t=<. 
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14.58. Trouver une solution du problème de Cauchy 
Elxx = Ur + Us, Uliz0o = SEX, 


où € >> 0 est une constante, qui soit continue pour t > 0, | x | + 
+ 1-0, et continûment dérivable pour t > 0. 

14.59. Démontrer que, lorsque & —+ + 0, la solution du problè- 
me 14.58 tend vers celle du problème 14.56 (théorème de E. Hopf). 


Réponses et indications 


La ia|x{2 
14.9. ({+4at) 2eîtiat, 
—ix2 
. [1 a z 1—4t . 
14.10. 1. x4+11° (+ ñ—12) + itz (12z+ 1°). 2. ane e . 3. zsint+ 
+zt+ycost+2i(t+sint). 4. (23 + y +28) — 4 (6y + 62— y —iz$) HE (i— 32). 


-|x|? 


5. (VT+au)"e 1hit, 0< arg VTF 4 < +. 


! t-to 
14.11. 1. (x, t). 2. 6 (x, l). 3. | 6 (+ ro: T) dt. 4. | 6 (x, t) dr. 
E . 0 
, _ ai 2Vt CT 
14.12. 1. ——e * iv? q 2 dy dx). 2. 0 (t—1) (t—1)+ 
TEL (] +] Jj- y ar). 2.0 (—1) (—1)+ 
x+1 
_ si 2VE 
+1. ‘ | eV? dy. 3. x® + Qit—0 (t— 1) (A+ cost). 4. 2 V/ ? + cos rer it. 
a 
x—i1 
2VT 


5. O(t—1) (et —e—te) + (x sin x + 2it cos x) erit. 
t 


14.15. | (t—+t) f(x, v) dt. 14.16. uo {z) + tu, (x). 
0 


{ 
14.17. Re | w (x, t) dt. 14.18. iImw (x, t). 


0 
14.20. 4. 14418 (23—4). 2. zxy®—4Ait+hzy(et—1—1). 3. 3z°y°zl— 


2 (z2+ 2Lz?) 1 4 + 1,9 1) 
y 7 2\yi+4 VI+4& Via 1-4 

+ (Ux-+t) = 
14.26. 1. (x— 21}? 6-31. 2. 4—r—2t+xt—2e"t. 3. e .4. (2z7+tje 


Î 
-x+3t 7 IEGH 8 St 2 
TT Se 8. — 


5. (arctgz—thet. 6. 1—e-Î+e TT 
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14.31. @(z—ay)—p(—ay) + (y), a < 0. 
14.32. b <<. 14.33. P+rs A+e-n. 


_ À E2y2 
14.34. fe u 


0 
14.35. y + (x) +[p (y) —p (0) — y] ex. 
x 


14.36. p(y)+ | Ÿ’(E)e”F dE. 


©" 


À 4 (xp 
14.37. (1455-25) | 


L(y-x) 
14.38. 14 (z—+ 2y) e° 


14.39. ç | EE) +4 (=) 00. 14.10. 2 V5. 
14.41. 2+(y—1—+ex). 14.42. zy (z+y)t. 14.43. y. 


14.44. 324 y8. 14.45. z. 14.46. V/ y+g he 
Lr— 
14.47. y À . 14.48. ycos TZ 
z 2y 


14.49, — 1+2 cos + cos I . 


14.50. ++ y)°. Indication. Faire le changement de variable u=— 


14.51. 2— y. Indication. Effectuer la substitution 7 V. 


14.52. L. Indication. Faire le changement de variable = + v. 


1 4 | _ 
14.53. EE 4 Gx) (Bz—y). 14.54. rt y pe, 44,55. z V' y 
14.56. — 1 pour z<—t, ; +1 pour zx>t; _. pour |[z|<t. Indication. 


Chercher la solution sous la forme f (=) . 


14.57. a pour z<ta; B pour z>1tB; _ pour {a <z< tf. 


14.58. u (x, = 2e EE  CÙv(x, t) est solution du problème de Cauchy 


5x 
Ut = Exxs Vlr m0 = 


CHAPITRE V 


PROBLÈMES AUX LIMITES POUR LES ÉQUATIONS 
DU TYPE ELLIPTIQUE 


Soient S une surface régulière limitant un domaine & € RAR? et n. la normale 
extérieure à S en un point z € S. Une fonction uw possède sur S une ) dérivée nor- 


male régulière 2e prise vers l'extérieur de S s’il existe 


du (z) _ du (x) __ du 
lim on onx on 
x’EGN(-nx) 
atteinte uniformément par rapport à tous lesz ES. 

I. Problème intérieur de Dirichlet pour l'équation de Laplace: trouver 
une fonction u € C (G) harmonique dans G< R* et prenant sur S des valeurs 
(continues) données u;. : 

IT. Problème extérieur de Dirichlet : trouver une fonction u € C (G;), u (oo) = 
= ne harmonique dans G, = R%G et prenant sur S des valeurs (continues) don- 

III. Problème intérieur de Neumann: trouveri une fonction w € C (G) har- 
monique dans GC R$ et admettant sur S une dérivée normale régulière (conti- 
nue) donnée u;. 

IV. Problème extérieur de Neumann: trouver une fonction u € C (Gr). 
u (co) = 0, harmonique dans G, et admettant sur S une dérivée normale régulière 
(continue) donnée u u*. 

Les problèmes. I, II et IV admettent une solution unique. La solution du 


problème III est définie à une constante arbitraire près avec | u; dS = 0 pour 


S 
condition de possibilité. 
La position de ces problèmes dans R° est analogue, sauf dans le cas des 
Dénée Dons extérieurs où la solution est assujettie à la seule condition d'être 
ornée pour | z | — co. Les problèmes I et II possèdent une solution unique, et 
les solutions de III et IV sont définies à des constantes arbitraires près, la con- 
dition de possibilité étant | uËaS = 0. 


8 


$ 15. Problème de Sturm-Liouville 


Considérons le problème aux limites 


Lu=—(p{)y G)+3(@y@)=f(), (1) 
Ci y (a) + &ay” (a) = 0, (2) 
B1y o + Bey” (b) = 0, 
où ai +aiÆ0, fi rs 5 p E Cle, b])}, pr #0, qgEC (a, bl), 
fEC (a, b) N La (a, b). 
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Le domaine de définition ML de l'opérateur L est formé des foncticne y (x) 
de classe C2? (a, b) N C!([a, b)], y” € La (a, b), vérifiant les conditions aux 
limites (2). 

Le problème consistant à trouver des valeurs À (valeurs propres de l'opéra- 
teur L) telles que Ly = Ày admette des solutions non nulles y (x) du domaine de 
définition Mr (fonctions propres associées à ces valeurs propres) est dit problè- 
me de Sturm-Liouville. 

Si À = 0 n'est pas valeur propre de l'opérateur Z, la solution du problème 
aux limites (I) est unique dans la classe M, et est définie par 


b 
= (66, E) ©) Æ, 


où G (x, E) est la fonction de Green du problème aux limites (1)-(2) ou de l’opé- 
rateur Z. 
La fonction G (x, £) s'écrit 
G(z = —1 | ÿ1 (x) y2 (€) arz<E, 
' R y: Œ)y2(x), E<z<b, 
où }1 (x) et Ya G sont deux solutions non nulles de l’équation Ly = 0 qui vérifient 
la première et la seconde condition aux limites (2) respectivement, et 
k= p(r)w(:) = p)w(a) Æ0,zE a, b], 
_{71() y2(2) 
OS pt 


le déterminant de Wronski. 
Le problème aux limites 


Ly= y +f, 
où fE C'(a, b) N Ls (a, b) sous l'hypothèse que À = 0 n est pas valeur propre 


de L, est équivalent à l'équation intégrale 
b b 
ro=1 (ce boat f cen1@& 


15.1. Trouver la fonction de Green de l'opérateur L sur l’inter- 
valle (0, 1) pour les cas suivants: 


Ly = — y", y (0) = y (1) = 0. 
2. Ly = —y", y (0) = y (0), y° (1) + y (1) = 0. 
8. Ly=—y", y(0) = y (0), hæ —1; y (1) = 0. 
4. Ly=—y"— y, y(0) =y(1) = 0. 
9. Ly=—y"—y, y(0) = y (0), y (4) = y (1). 
6. Ly=—y"+y, y (0) = y(1) = 0. 
7. Ly=—y" + y, y'(0) = y’ (1) = 0. 
15.2. Trouver la fonction de Green de L sur l'intervalle (1, 2) si 
1. Ly = —2y" — 22y", y (1) =0, y(2) = 0. 
2. Ly = —1y" — y", y (1) = 0, y (2) = 0. 
3. Ly = — y" — 32'y — zy, y (1) = 0, y (2) + 2y" (2) = 0. 
4. Ly = — dy" — 4y — Dry, y (1) + y (1) =0, y (2) + 


+ 3y" (2) = 0. 
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15.3. Quelle est la fonction de Green de l’opérateur L sur l'inter- 
valle (0, Z) si 


1. 


Ly=—(cos z-y")", y(0)=0, y (+) —0, 


2 Le ( He), vO=0. v(4)=0 


3. Ly=—cos? x.y" +sin 2x-y", y (0) =y" (0), y (Z | + y" (+ ) = =, 
15.4. Trouver la fonction de Green de l'opérateur L sur l'intervalle 
(0, 1) dans les cas suivants: 


œ NP Em RwNE 


.Ly=—({+x)y" — 2zy, y (0) = y" (0), y (1) = 0. 
Ly=—(1+z)y" — 2zy", y (0) = 0, y (1) = y’ (1). 
Ly = —(3+:*°) y” Tr AA y (0) = y” (0), y (1) = 0. 
LG + —2@ + 4)y" + 2y, y (0) = y (1) =0. 
Ly= (y) +, y(0)=0, y(4=0. 
Ly=—(@—x)y + 2zy”, y (0) = y (1) = 0. 

Ly= —(zy) +=, y (O=y (0. 
Ly= y +5 y — Zy, y (0) =y(1)=0. 


15.5. Chercher la fonction de Green de l'opérateur Z sur l'inter- 


valle 
1. 


(0, 2) si 1y (0) 1< , y ()= 0 pour 
Ly = — (tg* x.y)". 2. Ly = — (tg z-y")". 


15.6. On demande de trouver la fonction de Green de l'opérateur 
L sur l'intervalle (0, z) dans les cas suivants: 


1. 
2. 
3. 


Ly= — cos? z-y”+sin 2x-y", y (0) =0, E (5)|< 
Ly= —sin?x.y"—sin2z.y", [y (0)[ << oo, y(+)=0. 


Ly= —sin?z.y"—sin 2z-y", | y (0)| << oc, y (5)+7 (5) =, 


15.7. Trouver la fonction de Green de l'opérateur ZL sur l'inter- 


valle 


(0, 1) sous l'hypothèse [y (0) < © si 
. Ly= —2yÿ"— 2xry+6y, y (1)+3y (1) =0. 


2 
2. Ly=—y" += y, y(1)=0. 


© OO 1 D OU 


Ly=—y" —2zy + 2y, y'(1)=0. 


. Ly= —(2y), y (4) =0. 


Ly= —zy"—y", y (1)+y(1)=0. 


. Ly= — y" —22y +2y, y(1)+y'(1)=0. 

. Ly= —2y"—2zy" + 2y, 2y (1)+y" (1) =0. 
. Ly=—-ÿ+——— 
. Ly= —(2y) + av y(1)=0. 


1 


200 41; y(1)=0. 
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15.8. Trouver la fonction de Green de l'opérateur Ly = — x4y” — 
— 42y" — 2r*y sur l'intervalle (1, 3) si y (1) + y’ (1) = 0, 
2y (3) “+ 3y" (3) = 0. 
sw 15.9. Trouver la fonction de Green de l'opérateur Z sur l'inter- 
valle (0, 1) si 

_"“ 2 
1- Ly=—(e ?yy+e “y, y(0)=y(1)=0. 
Ly= —e*y"—2xre*y", y(0)=2y" (0), y(1)—0. 

3. Ly = =" + 4+2)y, y (0) = y (1) = 0. 

Indication. On peut chercher une solution particulière de l'équation —y" + 
+ A + z°) y = 0 sous la forme y = e (*). 


15.10. Trouver la fonction de Green de l'opérateur Ly — 
— (Vz y) + 3x73/2 y sur l'intervalle (0, 2) si |y (0) | << o, 
0. 


y y (2) = 

15.11. Trouver la fonction de Green de L'opérateur Ly = — (x + 
+t)y"—y si ly(—1)|<o, y(0)=0 

15.12. Trouver la fonction de Green de l'opérateur Ly = — 1°y"— 
— zy" + n'y si |y (0) |Loœ, y(1) = 0. 

15.13. Trouver la fonction de Green de l’ opérateur Ly = — ([(i— 


— 1) y + 2y si [y (1) |L'oœo, y(2) = 
15.14. Ramener le problème de Sturm- Louville à à une équation 
intégrale dans les cas suivants: 


1.  Ly = — (1 + e) y” SU O<zr<i, y (0) — 
— 2y" (0) =0, y’ (1) — 
2. LE +9 ay +2y=hy, O<r<AÂ, y (0)=0, 
y (1) —y(1)=0. 
7 1 9x." e2x , _— 
3. = VIRE EE» = )zy, 0<zr<1, y(0) 
=v2y (0), y’ (1)=0. 
Ly=—(1—+)y" + 2xy" — 2y = Ày, OLzx<i, 
y © —0, | y (1) | oo. 


5. Ly=— cost x.y" + 4sinxcos* z-y"—= }Àzxy, 0<r<+, 2y (0)— 
— y" (0) =0, y (+ }|< o. 
15.15. Ramener la résolution de l'équation 
—Qzy —y = V zy, 0<xr<i, 
avec les conditions aux limites lim(V xz-y)=0, y(1)=0, à celle 
x—0 


d'une équation intégrale. 

15.16. Ramener la résolution de l'équation — zy” + y" = Ày, 
1<z<2, pour les conditions aux limites y (1) = y” (2) = 0, 
à celle d’une équation intégrale. 
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__ ‘15.17. Réduire à une équation intégrale la résolution de chacune 
des équations ci-dessous avec les conditions aux limites indiquées: 

4 — (1 + 2°) y" — 22y + y = 0, y (0) = y’ (1) = 0. 

2 —ey" — "y + ÀAy = 0, y(0) —0, y (1) + y’ (1) = 0. 

8. —y" + Ay = f(x), y (0) = hy" (0), hZÆ—1; y (1) = 0. 

4 — 2y" — y" + Azy — 0, ]|y(0) | Lo, y (1) = 0. 

15.18. Résoudre les problèmes suivants moyennant la fonction de 
Green : 

4. re 10) 1<rz<e, y(1)= 0, y(e)—ey" = 0, 
où e est la base des logarithmes népériens. 

2. — y" — Any — 2ry = f(x), 1<1z<2, y(1)=0, 
y (2) + y” (2) = 0. 


, 1, 
8. ———y “gg; =i() —1<z<0, 2y(—1)+ 


1—2z 
+y"(—1)=0, |y(0)[< 00. 
&. —({+cosz)y'+sinz-.y =f(x), 0<z<+, y(0)—2y"(0)=0, 
I 
y(+)=0. 
5. —ÿ" + y=f(x), 1<z<2, 2y(1)=y" (1), y(2)+ 27" (2)=0. 
15.19. Démontrer que le problème aux limites 
— y" +qg(y=f(@), y'(a) — hy (a) = 04, y’ (b) + Hy(b) = cs 
est équivalent à trois problèmes de Cauchy 
1 g + =q{x), ga) = —h; 
2) Y'—-gmY=—-f(@), Ya) =; 
, _ Ca—Ÿ (b) 
3) y +g(z)y=Y (2), vb = RE 


Indication. Factoriser l'opérateur 
d? d d 
Réponses 


mat {UD OSEO 2 L{GHNOD, 0<z<E 

FO 2) ELr<A1 3 UE+1)(2—7), E<r<1. 
(EE OLI<E, 
TRE (E+h)(z—1), E<z<i1. 
4. na ne? OLZ<E, 

‘ TT sin ({—7z) sin Ë, ELz<i. 


3. 


: cotg1+1 
1 — cotg 1 (in z cos z) (SE j sin cos), OLr<E, 
D 2 cotg 1 +1 
(SE rsinztcosz) (sin£+cosE), E<z<1. 
6 1 sh x sh (1—E), D£z< CE, 
" sh1 Lo Eh (A2), ELz<1. 
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7 1 NES 0 
| (Éte”t)(erte-", E. 


2 T2(e2—1) r£LA1. 
+! Lr<E, n+. 1LSr<3, 
15.2. ! 1 2: 2 
F—— E<r<2 In—,E<r«<? 
In 1 1 2 < - 
— =  1<E<LT. ’ (a-<): 1Lr<S 
3. . 
l 1 ri 2 eo. 
— D i<z<2 (+2): ELT<2 
sed, 0Lz<£E, 
15.3. 1. - T 
WEU—tRs), E<r<T. 
0 Lr<E, 


o = —sinr(V2sinE—1), 


_sin£(VSsinr—1), E <r<T. 


; (tgz+i)(tgE—3), OLr<E, 
ë. urines a ELr< —. 
Le a (ar) (arte =). OLr<E 
).4, 


4 
EH -arctg 8) (arctg r— ). ELz<i. 


arctg z (<= arctss+1), OKz<E, 


19 


arctg E (+ arctg 241), ELrz<A 

) | | (14 Vaarctg à) (S—arte-). OLr<E, 

" a+27V3 | (1+ VSaretg À) (Gate). ELz<i 

: alone -6+0] ocre 
ale6+ )[[-c+0]  i<r<et 
.fle-—- ll ;-E-2» |, 0<r<t 

7 [&-2-; | 2m]. E<r<t 

: - in TE te = (in " In3), OLr<E. 

| 1 An LEE (in 25510) ELr<Ai. 


7 4in3 E 
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, T(g-F) 0<s<s {AGE 0<:<E 
Ami VE), E<r<1. 
E(+-a), EÇz<i. E(r—zt), E<z< 
TI 
f —cotes-s+ (142). 0Cz<E, 
15.5. 1. nr 2 
| —coter—:+ (147), LIT. 
In(V2sint), 0<7<E, 
2. In (1/2 sin z), E<r<T. 
—tgz, OLr<E, cotg &, OCr<E, 
19.6. 1. —(g EE, E<r<T: 2. cotgz, E<r<T. 
cotg£+1, O<z<E, 
8 À cotgz+1, E<r<Te 
2 2 
—, OLr<E, (ir), 0<z<t 
_ ES 3 \E 
15.7. 4. E2 2 £2 4 
Es PT 1. + (=), E<z< 1. 
z 4 
3 rer OLz<E, {PE Sr<h 
° 1 ° — ID ZX: <L z <:1. 
—i (rt), 5<s<t 
z 2 
= {ire OLr<E, 6 TR +2 )s OLz<E, 
nm $<r<f État, E<z<t 
FH 0<z<E, Etre), 0<z<E, 
7 8 4 
e. | a e 
gr, E<z<1. 753 5° (x0— 2170), E<z<1 
1 ot 
af cta OLr<E, 
9. k 
x+s ( et d 
e : t, ELrz<i. 
U x 
A 
"res ? 1Lz<E, 
15.8. h 
Er i<z<$. 
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! x2+£2 
50-00" 2 (D(x)—® (0)) (D E)—D (1), 0<z< E 
15.9. 1 x3+E2 
TU—GG 2 (D(E)—O® (0) (D (2) — 0 (1), E<z<1, 
x _E 
où © (r) = | e * dË 
D ! x ë 
__— (e-far2) (ea, 0<z<E, 
24+(e-Fd 0 i 
2. ° : : 
| _t2 _12 
———— ||efu+2) led, E<z<1 
(feras) | 


24 e-dt 9 
Ù à 


Kys(z)y2(E), 0O<r<E, 
Kys(E)ye(r), E<z<i, 
1 


où K=(e1+| et a)", ya (x) = e” ee dt, ya (x) = 
” 


8 3/2 . OLSÈ<7z, 

15.10 | 37e V2E ) LE< 
UT = — #3 <Lr<2. 

| V5 (z 8 V2z ), E < 


eu — In (E + 1), —1 Lr< ë, 
15-11. { —In(z+1), E<z<0. 


(En), 0<z<E, 
15.12. ë 
(nan), E<r<1. 


Ë E— ë 

Li [res pe Un 31) |, 1L2<E 

ne z., z—AÂ x 

s[1+5 mi +5 Ans |, ELr<2. 
| 

15.14. 4 y(2)=À ( G(z, &) Ety (Ë) dE, 


0 
, _fz—-In(+e)+1+1n2, 0O<z<E, 
où Ge D= { E—In (A+e)+tit+in2, E<z<f. 


176 


où 


où 


où 


où 


où 


où 


BQUATIONS DU TYPE ELLIPTIQUE 


Ù 


2. y(=a | GG y E &. 


. Gt D={ TEE 0Lz<Es 


—2(1+6 arctgé) E<z<1. 
1 


3. y(z)=X Î G (z, E) Eu (E) dE. 
0 


—In(ex+t Vire) +1+IMA+ V2), 0<z<E 


G (x, Ë)— EL VTR 5 
(z, à) —In(e rs 1be-"#)+4+]n(1+ V2), E<z< 1. 


1 
4. y()=X | Gx, E) y (Ed, 


In 
EL 

5. y()=ù | G (x, à) Eu () d. 
0 


Ligrtieste 0O<z<E, 
G (x: E) = 


4 4 EL 
Ztebtigits E<z<r. 
1 
15.15. y (2) =À ( G (2,8) y @) &. 
0 
2(—I1H VE), O0<7<E, 


G (zx, Ë) = 
1 5 cire E<r<!. 


E3 


+ (1), 1<z<E, 
G (x, E) = | 
7 E*—1), ELr<2. 


2 
15.16. y (7) — À { G (x, Ë) y E dé, 
1 


1 
15.17. 4. y (z)= —à G(æ, &) y (E) dt, 


__ farctgz, 0<z<E: 
GE D= orge E<z< 1. 
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| 
2, y(z)=—À {Gt E) y (E) dë, 


0 
(—e-x +1) e"b, 


« = 
où Gix, p=| (— +4) ex, E<z 


3. y(z)=À (ce. E) y (E) a+ [cts E) / 1È) dE, 


U 


…— (z+h), OLr<E, 
où Gi(z,E)=— Et 
(E+ 4), E<zr< 1, 
4. Dar E) Ev (E) &à, 
où G(x, E) — In &, OLzr<E, 


Inr, E<z<i. 


15.18. 1. y (2) — | G(æ, E) f &) dE, 
{ 


| _f&+inz—#){&+inE, 0<z<E, 
OÙ GG DA GpimE—t(rtinm, E<z<l. 


2 
2. y(x)= Î G (x, #6) f (E)dé, 
1 


0 
3. @= | G (2, E) / (®) &, 


In|x|—r, —1 


| < 
MORT MIE  ELz<0. 


ù G(r, £ 7+ 
ù , Ë)= 
Us) (ur) veses 


12—01026, 


—! 
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2 
5. y(x)= | G(z, E) f (8) dé, 
1 


23 

ER 1<Lr<E, 
où G (x, ë) = 2 

3x ? E<z<2 


S 16. Méthode de séparation des variables 
pour les équations de Laplace et de Poisson 


1. Problèmes aux limites dans le plan. Dans le cas des domaines simples 
(cercle, couronne circulaire, rectangle, etc.) on peut résoudre les problèmes aux 
limites par la méthode de séparation des variables. 

Décrivons cette méthode pour le problème de Dirichlet relatif à un cercle: 
trouver une fonction u = u (r, @) satisfaisant à l’intérieur du cercle à l'équation 
de Laplace 


Au = 0 (1) 
et prenant sur la circonférence des valeurs données, ï.e. 
ul-=p = f (p)* (2) 


L'équation (1) s’écrit en coordonnées polaires (r, y) 


LE(S) ® 
Cherchons des solutions particulières de (3) sous la forme 
u= Z (r) © (q). (4) 
Portons (4) dans (3), il vient 
D” (p) + AD (g) = 0, (5) 
re (re) 170. (6) 


Comme uw (r, p<+ 2x) = u’(r, q), on a © (o + 2x) = © (p), et on trouve, 
à l'aide de (5), À = n (n entier), et 
®,, (q) = 4, cos np + B,, sin ng. 
A partir de (6) et en posant Z (r) = r%, on obtient a? = n?, « = + n (n > 0) 
et, donc, 
Zn (r) = art + br? 


Lorsque n — 0 (À = 0), l'équation (6) donne Z (r) = Colnr+c. 

Dans le cas du problème intérieur de Dirichlet, il faut poser Z, (r) = ar” 
(n = 1, 2, ...) et Z, (r) = C puisque r-7 —+ et In r —+ —co pour r —+ + 0. 
La solution est cherchée sous forme de la série 


u(r,q)=C+ ÿ r" (4, cos np<+ B, sin np), (7) 


n= 1 
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avec les coefficients 4, et B, définis par la condition aux limites (2): 


x A 

| 
An = TE ( f () cos np dy, C=s— { f (+) dy, 
=T 


-x 


HA 
Br = + | f (}) sin ny di. 
7 


En sommant la série (7) nous obtenons la solution du problème intérieur de 
Dirichlet à l’intérieur du cercle sous la forme de l'intégrale de Poisson 


# 
1 R?—r3 
ce Des | 10 ren NE 
# : 


Quant à la solution du problème extérieur de Dirichlet, elle est recherchée 
sous la forme 


C0 n | 
u(r, q=C+ > 7 (4, cos nq+B, sin nq). 
n=1 
Enfin, la solution de l'équation (1) dans le domaine R;, < r < R, pour les 


conditions aux limites données sur les circonférences r = R, et r = R, 
obtenue sous forme de la série 


u (r, Q)= >» (am+) cosnp+ ÿ, (B:m+22) sin nq+a In r+b. 
n=1 


n=1 


16.1. Trouver une fonction harmonique à l'intérieur du cercle 
unité et telle que u|;=1 = f (œp), où 

1. f (®) = cos. 2. f (p) = sin“. 

2. f(p) = cost g. 4. f (9) = sing + cos$ q. 

16.2. Trouver une fonction harmonique à l’intérieur d’un cercle 
de rayon À et de centre à l’origine telle que 


ou ou 

1. Sr LR = À COS p- 2. 7 LR = A cos 29. 
ou es 

3. Gr Rp Sn ®. 


16.3. Déterminer la répartition stationnaire de la température 
u (r, @) à l'intérieur d’un cylindre illimité de rayon R si 
1) la surface du cylindre est maintenue à la température 


u(r, ®)l=r= ASino; 


2) une moitié de la surface (0 < @ << x) est à la température 
— T,et l'autre (— n < p< 0) à Ts. 

16.4. Trouver une fonction harmonique dans la couronne 1 < 
<< r <2 et telle que 


U [runs = f1 (D); free = fo (P), 
12° 
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« 


où 

1. f, (®) = u, = const,  f2 (p) = u, — const. 

2. f1 (®) = 1 + cos*p, f, (p) = sin‘. 

16.5. Trouver la solution de l'équation Au — À dans la couron- 
ne Ri<r<R, si ul-r=u, ulr--Rr=u,) (À, u, et u, sont 
donnés). 

16.6. Trouver la solution de l'équation de Poisson 


Au = —Axy (A = const) 


dans un cercle de rayon À centré à l'origine si u|,_r = (0. 

16.7. Trouver la solution de l'équation de Laplace Au — 0 dans 
Je rectangle 0Orz<a 0O<y<b si les valeurs de u (x, y) 
sur le contour du rectangle sont 
Ty 


b ? U |x=a = 0, 


U |x=0 = À Sin 
. TZ 
ul=o=Bsin—, ul,—0. 


16.8. Trouver la répartition du potentiel du champ électrostati- 
que u (x, y) à l’intérieur d’un rectangle (00 <r <a, 0 << y < b], 
si le potentiel le long de son côté porté par l’axe Oy est v, et les trois 
‘autres côtés sont mis à la terre. L'intérieur du rectangle est supposé 
libre de charges électriques. 

16.9. Déterminer la répartition du potentiel du champ électro- 
statique u (x, y) à l’intérieur d'une boîte de section rectangulaire 
—a<Lz<a, — b<y<b, dont deux faces opposées (z = a, 

— — a) sont au potentiel v,, les deux autres (y — b, y — —b) étant 
_mises à la terre. 

16.10. Trouver la répartition stationnaire de la température 
u (x, y) dans une plaque homogène rectangulaire 0 < rx < a, 0 < 
<< y < b, sises côtés x = a, y = b sont calorifugés et x = 0, y = 0 
à la température zéro et si le dégagement de la chaleur dans la plaque 
se produit avec une densité constante g. 


2. Problèmes aux limites dans l’espace. Pour résoudre les problèmes 16.11- 
16.12 par la méthode de séparation des variables, on fera appel aux fonctions 
de Bessel (p. 232). 


16.11. Trouver la température stationnaire w (r, z) des points 
intérieurs d’un cylindre de hauteur h et de rayon À si 

4) la température de la base inférieure et de la surface latérale 
est nulle et celle de la base supérieure est fonction de r seul (distance 
à l’axe du cylindre); 

2) la température de la base inférieure est nulle, la surface laté- 
rale est recouverte d'une gaine calorifuge et la température de la 
. base supérieure est fonction de r; 
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3) la base inférieure est à la température zéro, la surface latérale 
se refroidit librement dans l’air à 0°, la température de la base su- 
périeure étant fonction de r; 

4) les deux bases sont à 0° et la température de chaque point de la 
surface latérale ne dépend que de la distance du point à la base infé- 
rieure (i.e. de 2); 

5) les deux bases sont thermiquement isolées, et la température 
de la surface latérale est une fonction donnée de z. 

16.12. Trouver la répartition stationnaire de la température à l’in- 
térieur d’un solide ayant la forme d’un cylindre de hauteur À et de 
rayon À si 

1) la base inférieure z —0 est chauffée par un flux de chaleur cons- 
tant g, la surface latérale r — R et la base supérieure z = h étant 
maintenues à 0°; 

2) la base inférieure z — 0 est chauffée par un flux de chaleur 
constant q, la base supérieure est à la température zéro et la surface 
latérale échange de la chaleur avec le milieu à 0°. 


Appliquons la méthode de séparation des variables à l'équation de Laplace 
dans l’espace pour une boule de rayon R si la solution x est indépendante de 
l'angle @, i.e. u = u (r, 6). Alors 


__1 9, ôu 1 à /. on \ _ 
aus (D )+- 26 (50025 ) 0. (8) 
En posant 
u = Z(r) W (6), (9) 
nous obtenons à partir de (8) 
4 d az 
SE co 
1 d {. dw 
W sin 6 dô (sin 0) =—À. (11) 


Introduisons dans (10) et (1) une nouvelle variable arbitraire v au lieu 
de À: À = v (v + 1), et mettons l'équation (10) sous la forme 


d® 
se Etor y (0+ 0 220. (12) 


L'équation (12) admet des solutions particulières de la forme Z = r*, où &, = v 
et ay = —(v + 1). Par conséquent, 
Z (r) = Cr + Cor HN, (13) 


Par le changement de variable indépendante £ — cos 8 l'équation (11) se ramè- 
ne | 


d d 
[un ]+re+nu0 (14) 
où y — W (arccos E). L'équation (14) est appelée équation de Legendre; elle 


re vu des solutions bornées sur [—1, 1] si et seulement si v = n (r > 0 en- 
ier). | 
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Pour v = n l'équation (12) a pour solutions les polynômes de Legendre 


3 — 
y=P}h = LED. 


Ecrivons les formules donnant P, (£) pour n—0, 1, 2, 3, 4: 
À eo 
Po()=1, PO =E, P2(O)= (51, 
Â 1 e 
Ps E)= (5E9— 35), Pa (t) = (85E4— 3082 + 3). 
Les polynômes de Legendre forment dans L:(—1, 1) un système orthogo- 
1 


nal, i. €. | Ph (E) Pm(E) dr =0 (n  m), et, de plus, 
1 


Î 
Ir [robe 
0 


Notons également que toute fonction f € L, (—1, 1) est développable en série 
de Fourier suivant les polynômes de Legendre 


 2r+1 
1@= D ET (, Pr) Pn 
n—=0 
qui converge dans L, (—1, 1). 
Trouvons, à partir de (13), (14), des solutions particulières de la forme (9) 
de l'équation (8): 


un (r, 0) = [A,rt + B,r-(n*] p, (cos 6), 


avec P,(E) des polynômes de Legendre. 

On utilisera avec succès les fonctions u, (r, 6) pour obtenir une solution 
de l'équation de Laplace dans le cas des conditions aux limites données sur une 
sphère (problèmes intérieur et extérieur) ou sur la frontière d'une couche sphéri- 
que (R, <r < R:). 

Si Les conditions aux limites sont données sur une sphère r — R et dépendent 
de 6 seul, la solution du problème intérieur de Dirichlet (de même que des autres 
problèmes intérieurs pour l’équation de Laplace) doit être cherchée sous la forme 


u (r, 0) — ÿ AnrnP} (cos 0), 
ñn=0 
et celle du problème extérieur comme 


u (r, 0) = ÿ B,r-+5 P, (cos 8). 
n=0 


Si les conditions aux limites sont données sur la frontière de la couche sphérique 
R1 <r < R, et dépendent de 8 seul, on cherche la solution sous la forme 


u(r, 6)= à [Anrt+ Bart] P, (cos 6), 
n=0 


avec les coefficients 4,, B, définis à partir des conditions aux limites. 
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16.13. Trouver une fonction u harmonique à l’intérieur d’une 

boule de rayon À centrée à l’origine des coordonnées telle que 
U|=R — Î (6), 

où 

1. f (8) = cos 8. 2. f (8) = cos* 06. 

3. f (8) = cos 26. 4. f (8) = sin*0. 

16.14. Trouver une fonction harmonique à l’intérieur d’une boule 
de rayon À telle que 


(u +u,)|.=r = 1 + cos? 6. 


16.15. Trouver une fonction harmonique à l'extérieur d’une boule 
de rayon À telle que 

1. u,|.-r = sin° 6. 2. (u—u,)|,-r = sin° 6. 

3. u,l-=r = À cos 6. 

16.16. Etablir si le problème intérieur de Neumann pour une bou- 
le de rayon R et les conditions 

4. u,l.=r = À cos 6. 2. u,|l,-r = sin 6 
est résoluble. Dans l’affirmative, trouver la solution. 

16.17. Trouver une fonction harmonique à l'intérieur de la cou- 
che sphérique 1 < r << 2 telle que 


Ulr=1 = f1 (0), uwl,=o = f2 (6), 
si 


,—= cos? 6, fa=+ (cos?0 +1). 


1 
2 _ 2 4 

2. f, —cos? 6, fs =4 cos B——. 

3. f;—1—cos 20, f;: —2cos6. 

4. fi =+ cos 0, fe = 1 + cos 28. 

5. f, — 9 cos 28, fe = 3(1 —7 cos’ 6). 

16.18. Déterminer la température stationnaire des points inté- 
rieurs d’une demi-sphère de rayon R si la base de la demi-sphère 
est maintenue à la température zéro et la surface sphérique à une tem- 
pérature constante T,. 

16.19. Trouver la température stationnaire à l’intérieur d'une 
boule homogène isotrope de rayon R si la température maintenue à la 
surface de la boule est 


Ui pour 0<<T, 
u|=Rr = x 
Us pour 5 <<. 


L'équation de Laplace Au = 0 s'écrit en coordonnées sphériques (r, , 6): 


1 9 ôu 1 (J LL 1 d?u 
or (9%) me (00%) ee (5) 
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Cherchons les solutions sde (15) en séparant les variables. En posant w (r, 6, q) — 
= Z'(r)-Y (6, œ) nous’obtenons à l’aide de (15) 


r2Z" + 2rZ' — À1Z = 0, (16) 
{ 0 0Y | 0°Y 
sin6 46 (sin TE "08 }+ sin?20 qç° age TAY = 0. (17) 


Sous l'hypothèse de Y (6, œ) bornée sur la sphère unité et compte tenu de 
Y (6, ® + 2x) = Y (6, p), cherchons les solutions de (17) en posant Y (6, @) — 
= W (8)-O (p). Il vient 


D'+ UD = 0, © (p+ 2x)= © (p), (18) 
d'où = m° (m entier) et 
Dm (P) = Cm COS mp + Dr sin mp, (19) 


solutions du problème (18). 
La fonction W (6) définie à l’aide de 


STUÉ F (sin 0 %-)+(a—-£) w=0 (20) 


doit être bornée pour 6 = 0 et 6 = x. Posant £ — cos Ô dans (20) et notant 
W (8) = X (cos 8) = X (Ë), écrivons (20) comme suit: 


ue +) x=0. (21) 


Cette dernière équation n'admet de solutions bornées sur [—1, 1] que lorsque 
— n(n+1), avec n entier. Les solutions particulières de ‘l'équation (21) 
pour À = n (n + 1) sont données par les fonctions 


PO (E) = (1—E2)7/2 En E 


? 


où P, (&) (n = 0, 1, .) sont des polynômes de Legendre. 
a Revenons à la variable 6 et trouvons les solutions particulières cherchées 
e (2 


PS) (cos 8) = sin" 6 = [PA (cos 6)], (22) 
ceci étant, P{® (cos 0) = 0 pour m > n. Las fonctions P{") (cos 6) définies 
par la formule (22) sont dites polynômes de Legendre associés. 


Les solutions particulières de l'équation (17) bornées sur la sphère unité 
s'écrivent donc 


n 
Yan (8, p)=00P A (cos 8)+ ŸS° (ax cos kp+-b4 sin kg) PÉ (cos 6). (23) 
R=1 


Comme la solution générale de (16) est de la forme 
B 
Zn (= An + à 
on a pour solutions particulières cherchées de qe : 
un (r, 8, q= Zn (r) Yn (8, = (An + Fe ) Yn (8, gp), 
Y, (06, p) étant définie par la formule (23). 
Considérons le problème intérieur de Dirichlet pour une sphère de rayon R 


entrée à l’origine des coordonnées: trouver la solution de l'équation (15) avec 


$ 16] METHODE DE SEPARATION DES VARIABLES 1485 


la condition 
u|r=R = f(6, y). (24) 


On cherche la solution de ce problème (ainsi que celles des autres problèmes 
intérieurs) sous la forme 


u(n.0, p= 3, (+) v» @ m. (25) 


k=0 


s'il s'agit du problème (1), (24), on prend pour Y,; (6, ) de (25) les fonctions 
figurant dans Île développement de f (6, œ) en série suivant les fonctions sphéri- 
ques Y, (8, y) 


(8, p= Ÿ YA (6, 9), 
R=0 
et ces fonctions seulement. 
La solution du problème (1), (24) au point 4, (ro, 0», Po) peut être obtenue 
comme l'intégrale de Poisson 


27 
R _ R?—r° 
u (ro, , = 7— Î 6, —————— ©" — sin 0 dd , 
(ro Bo Po) = 7x PRE ZRro cos y +784 l 


où cos y — cos 6 cos 6, + sin 6 sin 6, cos (p — po). 
La solution du problème extérieur de Dirichlet pour une sphère de rayon R 
et celles des autres problèmes extérieurs) est à rechercher sous la forme 


u (r, 6, p= Ÿ EE (8, )- 
R=0 


Enfin, une fonction harmonique dans la couche sphérique R,;, <r <R, et 
renant des valeurs données sur la frontière de cette couche sera cherchée sous 
a forme 


u (r, 6, ) CARS (6, p+S (2) Ya (0, p), 
Rk=0 


avec Ÿ, (8, œ) une fonction sphérique de la forme (24). 
Ecrivons sous forme explicite quelques polynômes de Legendre associés 
et fonctions Y, (6, æ) pour & = 0, 1, 2, 3: 


P{1 (cos 8) = sin 0; P$? (cos 0) = 15 sin° 6 cos 6 ; 
P% (cos 60) = 3 sin 6cos80;  P£% (cos 0) — 15 sin$ 0; 


15 cos? 0—3 
2 L 


(2n) ! 
2nn ! 


PS? (cos 0) = sin 6 


Yo (6, P) — do» 
Y1 (0, p) = a, cos 0 + (b, cos p + c, sin y) sin 6, 
Y, (6, p) = a, (3 cos? 6 — 1) + (b, cos p + c, sin p) sin 8 cos 6 + 
+ (d, cos 2p + e, sin 2p) sin6, 
Y'a (6, p) = as (5 cos’ 0—3 cos 60)+(b, cos pc, sin œ) sin 6 (15 cos? 6—3) + 
+ (ds cos 29 + e, sin 29) sin? 8 cos 8 + (f, cos 3 + ga sin 39) sin$ 6. 


P (cos 0) — sin 0; 
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16.20. Trouver une fonction harmonique à l’intérieur de la sphèe- 
re unité telle que 


1. ul, =cos (2p++)sin20. 


2. ul, —=(sin60+ sin 26) sin (p++) . 

3. ul —=sin0 (sin p<+sin86). 

4. Ur [r=1 = sin! 6 sin 10, U [0 = 1. 

16.21. Trouver une fonction harmonique à l’intérieur d’une sphè- 
re de rayon À et de centre à l’origine des coordonnées telle que 


4. u|,_Rr—=sin (2p ++) sin? 0 cos 6. 

2. u|R=sin (3 ++) sin* 6. 

3. u|--r = Sin? 0 cos (2p —+) + sin 6 sin ®. 

4. (u+u,)|.-r = sin’0 [V2 cos (29 ++) + 2 cos’? o| . 

9. (u+u,)|-r = sin (sin + cos @ cos 0 + sin 6). 

16.22. Trouver une fonction harmonique à l’extérieur de la sphe- 
re unité telle que 

4. u,[—1 =sin (T9) sin 6. 

2. ul. —cos 6sin6sin (p++) . 


16.23. Trouver une fonction harmonique à l'extérieur d’une sphè- 
re de rayon R centrée à l’origine des coordonnées telle que 


1. u|..r= sin" 0 cos 6 cos (3p +2) . 


2. u|.=r = sin 100 sin1®06, 

3. (u—uy)|.=r = Sin 0 cos? £ sin + (p+5) . 

16.24. Trouver une fonction harmonique à l’intérieur de la cou- 
che sphérique 1 <r<2 telle que ul, = f, (0, @), ul=2 = 
= fa (0, p), où 

h = sin6sin, fe = 0. 

ñ = 3 sin 2@sin* 6, f, = 3 cos 6. 
hf = 7 sin 0 cosy, jf, = 7 cos 6. 
A = sin° 6 (3 — sin 29), Îa —_— 4f. 


12 sin 6 cos° Z COS P, fe = (. 


f, = sin 2q sin? 6, f, = cos 2 sin? 6. _ 
f = cos sin 26, f, = sin sin 26. 

ñ = 31 sin 20 sin y, fe — 31 sin° 6 cos 2. 

f = cos 8, f, = cos p (12 sin 6 — 15 sin* 6). 


© om OR Dr 
hu 
jé 
] 
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16.25. Trouver une fonction harmonique à l’intérieur de la cou- 
che sphérique 1 << r << 2 telle que 
1. (Su + u,).=, = 5 sin° 6 sin 2q, us = — cos 06. 
2. ul, = sin 6 sin o (5 + 6 cos 8), u,|,_2 —12 sin 26 sin . 
3. ul = 1, u, |r-2 = 15 cos @ (cos° 6 sin6+sin y sin* 0 > 
X cos 6). 
16.26. Trouver une fonction harmonique à l’intérieur de la cou- 


che sphérique + < r << 1 telle que 


1. u| =0, u|… = 6 cos? psin?06. 


2. u| = 30 cos? psin’6 cos8, u|. = 0. 


1 
2 
= 1 

Réponses et indications 


3 
16.1. 1. ZA cos 2p). 2. 7 (3 sin @—r? sin 3). 3. + cos 2p—+ 


r4 5 , 3 
++ cos 4. 4. + F r cos 49. 
1 
4 


16.2. 1. Ar cos m+C. 2. JE ra cos 2p+C. 3. 
+C, avec C une constante quelconque. 
oO 
Ar . 4To r \2n+1 sin (2n+1)__ 270 
16.3. 1. TR Sn ®. 2. —— D (+) — 2nHi x X 


R2—r? 
X arctg Zrksmg © 


(sr sin — me sin 3) + 


In 3 In 2 4 , 
16.4. 1. ut (ue us) 2. po + (5 ri) cos 29. 
A 
A , U—u2+ (Ri—Ri) Ro 
= (r— 22 
16.5. us + Z (r3— R3) + MAR; In + 
Ar3 . . « Azy a 
16.6. 5£ (R?— ri) sin 29. Jrdication. u—=v—+w, où v— — D (x? + y?) — 
__{ Ari sin 2 


est une solution particulière de l'équation de Poisson et w 
une solution de l'équation de Laplace vérifiant la condition w|,.nR=— 


A 
— — Ra: 
= 5 RM sin 29. 
ns NE 
16.7. A" sin + sin. Jndication.Chercher 
fa b xb a 
sh —— sh — 
b a 

la solution sous la formeu—v+-w,avecvetw des fonctions harmoniques telles que 


1 e PL 
V'|x=0 = À Sin +, D |x=a = |y=0 = v ly=b = 0, W |x=0 = |x=a = [y =b = 0, 


._ TZ 
© |y=0 = B SIN —— 
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o gp rt (e—r x , (r+1 zy 


< b b 
16. —————_—___—_____ mn — 
8. 2 En+ sh Gr FT na 
h EE L, az ont 4) ry 
ET 


16.9. (— pr D 
æs (2n+1)ch 2° na 


ch (2n +1) x (b—y) 7 
_— 1 2a .…. (2n+4) rx 
16.10. > Gel [-— — 
Bo — 
où k est le coefficient de conductibilité thermique interne. Zndication. Le 


problème se ramène à la résolution de l'équation Au — —+ dans les condi- 


tions u |-._0 = u ly=0=0, ux x = Uy |ymsd = 0. 
Z 
o sh Hn 


R 

16.11. 1. a 
> 7 h Unh 
ms sh 


Jo (un 3) , OÙ Un(n=1,2,...) sont les raci- 


R 
pes positives de l’équation Jo (u) =0, = ET | ruo (r) Jo ( nr } dr. 
0 


Jo (un 7) , OÙ Un (n=1, 2, ...) sont les racines positives 


R 
de l'équation J1(u)=0, AE G | ro (r) Jo (ur + R dr. Indication. 


Les conditions aux limites sont de la forme | u |,-0 | <o, u [0 —0, ur|rmr =0, 


00 sh Re 
r . 
ulz=h=uo(r). 3. D an nf (1) , Où un(n—1,2,...) sont les 
n=1 sh =—— 
R 
racines positives de l'équation pJ4 (u)—hk1RJo (n)=0, An (+4 ki R° )” X 


R 
X [Jo (Un)]"* | rüp (r) JS | ns pe dr. Indication. Les conditions aux limites ont 


Û 
la forme | U |r—0 | < ©; h u [2220 = 0, (u.+hu),=r—=0, U {zh = 40 (r). 


1 
4. + X [(+ tiAn ) | | :@ sin LE &s sin = Jo (=) , où Jo(iz) 
n=— 
est une fonction de Bessel d'ordre O d'argument purement imaginai:e. 


5. +5 [ Jo (TE) F | Î (&) cos Te dE cos _ Jo (= ) . Indication. 
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Les conditions aux limites sont de la forme u;|:—o=uzl2=n—=0,u| rrR=f (2). 


16.12. 1. D ln À _ y, (Æ r), où UHn(r—=1,2,...) sont les 


249 
u …. kuñ Ji (hn), _ 
ficient de conductibilité thermique. Jndication. Le problème se ramène à la 
résolution de l'équation Au —0 dans les conditions aux limites —ku,|:_0—9, 


R Un . 
ulrer=u nn 0 2 Si 0 "Jo (En r), où pn(n—1, 2, .….) 
Un a 
sont les racines positives de l'équation 1 (u)—Rhilo(u)=0, ki étant le 
coefficient d'échange superficiel, DE FSU (R2R? Hu?) 1 [Ji (un)liur. 
Indication. Les conditions aux limites sont de la forme —ku;|:_0—=9q, 
(Ur + hqu) [run =0, U |2=h = 0. 


racines positives de l'équation Jo(u)—=0, an = avec k le coef- 


r 1 r® r à & [r \? 
1548 1 7 °° 2 - (17) +7 cos 6. 3. 3 (+) Pa (cos 8) — 
r 
3: 4. 33 (+) P: (cos 8). 
4 2r° 
16.14. 3 TRES P; (cos 8). 
2R? , R4 o on < 
16.15. 1. — 5 +5 (3 cos 0—1)+C, C étant une constante arbitraire. 
2 F2 R4 sn 1\ 

2. c+(5—c) r(R+FD (RFI (cos 8——) , OÙ C est une constante. 


3. Ce À cos 6 avec C une constante arbitraire. 


16.16. 1. Le problème est résoluble ; u — Ar cos 6, où C est une constante 
quelconque. 2. Le problème n'admet pas de solution. 


1. 3cost 0—1 1r2 a en 
16.47. 4. +. 2. à [É—1+7r (3 cos 9—1) |. 3. —— 


+ (Sr) PA (cos o+ (3 rs) Pa (cos 8). 4. + (1—+)+ 


8 


14 / 8 32 1 2 FA 
+ (=-r) P:; (cos 6) +3 r? ——) P; (cos 6). 5. +5 +4 (=-2)x 
X P: (cos 0). 


. 4: ° . — n 
16418. To D (8 ge pq nt9) (7) Paru (eo 0) 
n=0 


0LH<T- 


ui Uo Uy —Uo … … 3-5°7 ... (2n — 1) 
16.19. 2 +5 — > ( 137 2.4.6...(2nF2 (4n +3) X 


en+i 
X Pon+i (cos, (+) Ds 
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16.20. 4. r° cos (26+ 5) sin? 6. 2. (rsin 0+r? sin 26) sin (o+ =) 


2 10 
3. À (8 cos 20+1)+r sin 0 sin p. 4. 1+ sin10 6 sin 10. 


16.21. 1. (5) sn (20++) sin? 6 cos 6. 2. (+) sin (3 ++) x 
r 


x sin36. 3. () sin? 0 cos (27-+) + sinOsin P. 4. < + = ) X 
(3 cos” 6—1)+ 


X [ — FCER) ITR (2 cos 2@ — sin 2) sin? o | Indication. 


(up +u)|-zr = _ P4) (cos 0) (2 cos 2? — sin 2) ++ + Pa (cos 6). Chercher 
la solution sous la forme u = À + Br°P, (cos 0)+ r® (C cos 2p+ D sin 29) X 


2 T . r* sin 6 cos 6 cos @ r? 3cos*6—1 
A (2) —_n RER), Ce GED) © RE Q@ 
X P®) (cos 8). 5. 3 Rs Sin psin0+ R(R+ID RIRES 


Indication. (u+u,) |, -r= sin pP{ (cos 6) + Gr cos pPS (cos 0) + + X 

X P3 (cos 8). Chercher la solution sous la forme u—A+B (+) sin sin0+ 
2 2 

+C (+) cos pP$) (cos 60) + D (5) P: (cos 6). 


1 
16.22. 1. Ce (5 ); avec C une constante. 2. [<S * 


X PP (cos 6) + PM (cos 9) | sin (o ++) . Indication. u|r=1 = EE Ph x 


X (cos 8) + + P{n (cos 9) | sin (++) . 


16.23. 1. (À) sin 9 cos 6 cos (30++). 2. (2) sin 100 @ sini00 6. 


3. Es: (£) P{ (cos +R ï )” P# (cos0) | sin ( p+— } . 
Indication. (u—u,)|,=R =| + PP (cos 6) +- + P$ (cos 6) | sin ( p+e ] . 
Chercher la solution sous la forme u— [4 (< )"Pp (cos 0) +B Ÿ | X 


X PH (cos 0) | sin (o++). 
1 8 . . 12 1 96 
16.24. ur (—r+) sin sin 6. 2. R(r-)cos0+( _ 


3r2 . ._ | 8 . 
— 7 ) sin 2 sin 0. 3. a(r— + )cos0+ ( 7 ) sin 0 cos q. 


4. (=) re (e0 + ({—3 cos? 0—sin° 6 sin 2p). 5. 7 cos q sin 0 x 

rs (5 z 7.) coroan 2. 6. [ (gr cos 2p— 7 sin 29) x 
. ; 1 

X r2+ — 3 + cos 2p + À D sin2p ) ]sin0. 7. [r (—-r cs + 


<(- 
+ sin )+ + (S COS p— LE ang) Jan 8, (5 +72 ) sin 28 sin g + 
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+ ( 87 — À ) sin? 6 cos 29. 9, +(<-r)cose+ Es +) x 
V 12 sin 6— 15 sin 6 cos q. 
2 168 1 
16.25. 1 (+7) cos 0 + +) sin® 0 sin 2. 2. (r++) X 


F3 
- . à . 12 1 16 
X sin 6 sin o+-3r* sin 26 sin. 3. 1 gars ( T——— ] P{P (cos 8) cos @ + 97 * 


m7 
Ur |r=e = 2P$ (cos 8) cos p + _ Pf? (cos 6) sin 2p+3P{ (cos 8) cos g. Chercher 


X ( ST | cos pP (cos 6) - _ TS — 1 | sin 2®P{°) (cos 6). Zndication. 


. b . d k 
la solution sous la forme u— (ar+—) sin 0 cos o+C + + (15++) X 
X PQ) (cos 8) cos p+ ( +) P{?) (cos 0) sin 2 œ. 

2 2 /i a 1 2 _ À : 
16.26. 1. 4—© + (327 ] Pa (cos 0) += (ar +) PP(cos 8) X 

x cos 2 @. {ndication. ul} =1=2—2P4 (cos 0) + PÉ? (cos 6) cos 29. 2. _ (= r} 

8 1 48 1 
cos 8+ ( TT — TS } P@) (cos 6) cos 2® + 73 ( m7 )Patcos 6).Zndication. 
u| ,= —6P3 (cos 0) + 6P1 (cos 8) + P£ (cos 0) cos 2. La solution est cherchée X 

T= 3 


x sous la forme u— ( er+ ) P, (cos 6) +( cr$ + +) P@) (cos D) cos 2p + 
+ es++-) Ps (cos 0). 


$ 17. Fonction de Green du laplacien 


On appelle fonction de Green du problème _(intérieur) de Dirichlet pour un 
domaine G € R° une fonction $ (x, y), € G, y EG, telle que 


1. S(z, y) = PA Er D g (x, y), g étant une; fonction harmonique dans G 


et continue daneG par rapport à z pour chaque y € G. 
. & (zx, y)l+e s = 0 pour chaque y € G (S étant la frontière du domaine G). 

Dans le cas des G non bornés, on exige que g (x, y) —+ 0 pour | z| —+ oo. 

Si G est borné et S une surface suffisamment régulière, alors $ existe, 
est unique, admet sur S une dérivée normale régulière Sn pour chaque y € G 
et est_symétrique, i.e. (x, y) = $(y, x), zEG, yEG; £ (z, y) est continue 
dans G X G par rapport à l'ensemble des variables (zx, y). 

Si la solution du problème intérieur de Dirichlet pour l'équation de Pois- 


son Au = —f(r)},u |s = up (x), avec f € C (G) et uo E C (S), possède sur S une 
dérivée normale régulière, elle est définie par 
fe) ! 
= — | ED vu dou + À 8 Ge où 5 dy (1) 
S y G 


Pour certains domaines on trouve la fonction de Green par la méthode de 
réflezion. 
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17.1. Construire la fonction de Green pour les domaines suivants 
dans RÀ*: 

1) le demi-espace x; > 0, 

2) le dièdre zx, > 0, z3 > 0, 

3) l'’octant x,>0, > 0, zx, > 0. 

17.2. Construire la fonction de Green pour les domaines suivants 
dans R*: 

1) la boule |zx | AR, 

2) la demi-boule |x | <R, x; > 0, 

3) le quart de boule [x |<R, 2x > 0,zx,; > 0, 

4) le huitième de boule |zx|<R,1, > 0,zx > 0, x > 0. 

17.3. Moyennant la méthode de réflexion construire la fonction 
de Green pour la portion d’espace comprise entre deux plans paralle- 
les zx; = 0 et x; = 


Les solutions des problèmes aux limites ci-dessous pour les équations de 
Laplace et de Poisson peuvent être trouvées à l’aide de la fonction de Green 
adéquate des 17.1 à 17.3 et de la formule (1). 


17.4. Résoudre le problème de Dirichlet 
Au = —f(x), z3>0,; u| x,=0 — Uo (x), 


pour f et u, suivants: 
1. jf, u, sont continus et bornés. 
2. f = 0, uy = cos x, cos x. 
3. f —= e-* sin ZT) COS Ze, Up = 0 
4. f—=0, uo = 0 (ze — x). 
5. f=0, = (++) 
6. f—2{rt +rs + (es+ APT, w= (1 +5 tri). 
17.5. Résoudre le problème de Dirichlet 
Au — 0, Lo > 0, T3 > 0, u|s = Uo (x), 


avec u, Continu par morceaux et borné. 

17.6. Même problème pour uw, suivants: 

4. uolx0 =0, Uoglxs=0 = €" "*1 sin 922. 

2. Uolx2=0 = 0, Uolrszo = Ze (1 + 25 + 25) 7/2, 

3. Uglx:=0 = 0, Uplxs=0 = 0 (Te —| T1 |) 

17.7. Trouver la solution du ED de Dirichlet pour la boule 
[x | Fe 


u——f(x), Iz|<R, ulxjzr = Uo (x). 


17.8. Mème problème pour f et u, suivants: 
1 a = const, u =0. 2.f—]zx/|", n —0, 1,2, 
a 3. f = el, u, = (. 


CE Un — 
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17.9. Résoudre le problème de Dirichlet relatif à l'équation de 
Laplace pour la demi-boule [x | << R, xs > 0. 

17.10. Trouver la solution de l'équation de Poisson Au — 
= —f(|zxzl), fEC(a<L |z | Lb) dans la couche sphérique 
a << |xz | << b vérifiant les conditions aux limites 


U |jx1=0 = 1, U |1x md = 0. 


dé La fonction de Green du problème de Dirichlet pour un domaine G € R2 
"écrit 


Se D= TM rte D 


où ET u € G, t=E+i 

& (z, à) jouit de toutes Les “propriété de la fonction de Green dans R° 
(voir le début du présent paragraphe). La solution dans R° du problème de Di- 
richlet Au — —f (z), 3€ G; uls = uo (z) (si elle existe) est définie par une 
formule correspondant à (1) dans R°. Si G est simplement connexe de frontière S 
suffisamment régulière et que l'on connaisse une fonction w — w (:) réalisant 


la transformation conforme de G sur le cercle unité [w | << 1, la fonction de 
Green est définie par 


02 Lim 1 _ wt)—v (® 
ETC ETTCT TUE 


17.11. Trouver la fonction de Green pour 

1) le demi-plan Imz > 0, 

2) le quart de plan 0 < argz<+, 

3) le cercle |z2| < AR, 

4) le demi-cercle |[z2|<<R, Imz>0, 

5) le quart de cercle [z | << 1, 0 < apz<T) 
6) la bande 0<Imz<n, 


7) la demi-bande 0 <Imz<n, Rez> 0. 
17.12. Résoudre le problème de Dirichlet 


Au =0, y>0; ul,=o = uo (x) 


pour u, (x) suivants: 
1. u, (x) est continu par morceaux et borné; 
. Ugo (z)= 80 (x — a); 


2 
1, xEla, b], 
ë. (= À 0, xé(a, b]; 
4. up(x) = = 5. (a) = à 
z®—1 


6. (D) = ET 7. up (x) = cos z. 


13—01026 
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17.13. Trouver la solution de l'équation Au — 0 dans le premier 
quadrant x >> 0, y > 0 avec les conditions aux limites suivantes: 

1. us = uüuo (x, y)est une fonction bornée continue par mor- 
ceaux où %S est formée des demi-droites {x — 0, y >0} et 
{y =0, zx >0}; 


2. u |x-0 = 0, uly=o=1; 3. ul-o=a, uly=0 =D; 
4. ulk=o =0; u|,- o=0(7—1); 

= z° 

D. Ulx=o = 0, RARES 

6. u|x=0 —0, u|y=0 = TT , 


7. ulk=o=siny, u|y=o=sinx. 

17.14. Trouver la solution du problème de Dirichlet pour l'équa- 
tion Au = 0,0 << y << n, avec les conditions aux limites suivantes: 

1. uls — u, (x) est une fonction bornée continue par morceaux 
avec S la frontière de la bande 0 << y << x; 

2. u |y=0 =0 (x), Uly=r = 0 ; 3. u yo = 0 (x), U |yæ=x = 0 (x) ; 

4. uly=o—=0(2), uly=x= —0 (x); 

9. Uly=0 =0 (7), uly=x —0(— x); 

6. uly=o cos x, ul|y=r= 0. 

17.15.Trouver la solution de l'équation de Laplace Au = 0 dans 
la demi-bande 0 << y << x, x >> 0, avec les conditions aux limites: 

1. u|x-0 = À, u |y-o =0, U |y=n = 0 ; 

2. ulx=o=0, ul,y=o =sinz, u|y=rx=0; 

3. Ulx=0=0, uly=o=thz, uly-n=thz; 

4. ulxk-o =0, u |y=0 = 0, U |y=x = thx. 

17.16. Résoudre l'équation de Poisson Au = — f (z) dans le cer- 
cle |z]<<R pour la condition aux limites ull:,=r = Uo (2) 
pour jf et u, suivants: 

1. f et u, sont continus; 

2 Te ob: 3. f—=12z|", nr =1,2, +. Uo = 0; 

4. f = sin | |, uy = Ü:; 5. f —= 0, u, = cos p, où p = arg z; 
0< p < 27. 

17.17. Trouver la solution de l'équation de Laplace Au = 0 
dans le demi-cercle |2/|<< 1, Im 2 >> 0, sous la condition u|s — 
— un (z), S étant la frontière du demi-cercle, pour uw, (2) suivants: 

1. u, (z) est continu par morceaux ; 

2. Uplr=i =sinp, Wlp-0= 0, Ulo-:x—0, où r=]2z|, p=argz, 
0OLp<27; 

3. Uofr=1 — 0, Uo|p=0 = 1, Uo |p=x = 1 ; 


1/4 LL, [= — cos +, Un lpo=Vr, Un lp=x = 0. 


17.18. Résoudre le problème de Dirichlet Au=—0, Rez>=>0, 
|z—5|>3; u|re :=0 =0, u:-51-3 = 1. 
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Réponses et indications 


Dans les réponses aux exercices 17.1 à 17.10 nous avons introduit les 


notations : 
mn =((—1)mys (—1)7 Yo: (—1)# y3). 


{ 
CC 1 (—1yn#t 
17.1. L] 9, 2. TT \ me 
% ù [z— Yoox | AN 1 |rz—yonr| 
h=0 n, kR—0 
4 (—1jmtntk 
3. a rene 
AT D |T—Ymnh | 
m, n, k—0 
17.2. 1. a) , où, comme d'ailleurs partout 


Ix—yl  Pylz—y*| 
R: 


dans l'exercice 17.2, yep = 1 


Ymnks |Ymnk [Ye 1= R%. 2. An * 


FA 
I R 
A  —— 3. — — qynth 
* À ) [ZT — Yoon | Tulle — 4008 | 47 > X 
k=0 n, A0 
R 1 
x (—— —_ ] . 4. — — ijntntk 5 
TT PET m À (—9 
m,n, h=0 
R 
X (—— ————_——) 
rent [YI1Z— nr | 
œ 
de n== V' (ii) + (re — yo)" + [xs —(2n + y3)]° 


; | 
V' Gin) + re — yo)? + [x3—(2n — y3)]* 
Indication (relative aux exercices qui suivent). Dans le cas où f ct u, sont con- 
tinues par morceaux et bornées et S régulière par morceaux, la position du pro- 
blème de Dirichlet se généralise de façon que sa solution soit elle aussi définie 
par la formule (1). 


T3 Uo (y) | 1 1 
4 1 — ——<01S —— ——— | dy, 
Vs=0 Va>0 
Z arctg = 5. [er (rst- 1) 2, G. [ri +28 + (23 +1). 
e To ( | : | | dS 
17.5. 2x | wo (4) 1x — y [3 | 2 — y001 |? + 
Us --0, va>0 
T3 ——r-—— ) dS 
27 | uo (Y) ( [z—yl$  Îr—yo10 M 
2:20, Ya—0 
17.6. 1. e-"%1-%3 sin 5e. 2. ro [x + 78 + (ra + 112172. 
| Zo + x: — ZT! 
3. — arctg ——— BA + arctg EE 
EL T3 V2 NE 


13* 
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1 R?—|z|° 1 f (— —) 
17.7. ——— —————— dS —— ———— ——— |lYx 
4nR | |z—y | Lo (y) dSy+ an LR [z—yl Iyllz-y*| 


v|= [ul< 


X f (y) dy, où y*=y PIE est symétrique de y par rapport à la sphère | y|=R 


Rn+2—| z [n+3 


+ (R— DE ot 2 R_ x _2 ÇR_ 
17.8. 4. —(R2—]z/?). 2. a+ CAPTER .3 eR__e re 1) + 


+ 1. 
__æ3 D 
17.9. u(z)= | UQ (Y1: ÿ2) ( ESTE lul31z—y*1$ X 
IvI<R, v3=0 
R3—|z/ ( 1 ) 
X dys dye + ZnR | u9 (y) | Z—y E EE E dS y; ou 


=kR, 
IzI<R, z35>0; les points ge a pe sont symétriques de y par rapport à la 
sphère |y|—AR et au plan y3—0 respectivement. 


ixl 
a(b—]|z]|) 1 E2 
17.10. Tzlü—a) Ja] [( depot + TEL | e- p) X 


x | 


x Pf (p) TEL (b—p) pf (p) dp. 
0 


4 2—El 8, 1, 12—t] 
17.11. 1. 2 M) s OU z=2+iy, L=E—+in. 2. Dr Mia: 
LR2— :E | 1 |2— 011 R?— 2 | 
3. Fr D 4. —— 1] n e 
AE PE Te 2 ES 
5. in LEURS 6. 1 ml—Ël, 
2n [ati [R— (4) |" 2 Jez_&| 
7 1 pmichz—chel 
" 2x Ichz—ch£]" 
y ( vo E) dE 1 1 7—0 
17.12. 1. + TE) +7" 2. STr arctg y . 
11 HG) Gb) y+1 ET 
FT UR NUE Ge OC CRUE SO ATUEN 


22 — (y +1)? 
[x + (y + DT " 
1 


y zf 
17.13. 1. AE por a+s ug (0, n) X 


7. ee cos zx. 


1 2 z 2 (7 
[ze —n} Fo 2 perte. à. + (eerctg L + 
1 1 y— 7341 2+y+y 
barct +). 4 —— — — arct : 5. 
nr Zn % EAPE I 


1 . . 
6. Tr - 7. eVsinxz—+e*siny. 
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C ka) e 6 1 
17.14. 1. — ex sin | — Lo (E. «2 —— 
> J 5) _27-E cos (y—kn) +1 s 2 
1 ex — COS y 1 1 sh z 1 EL 
RME, 3. EAST . 4. TS Sg (+ ) — 
. ex cos 2y thz. cos x sh (7 —y) 
arc sn 5. ++ srctg 6. hr 
1 1 sin® y—sh? x sin z sh (7 —y) sh z 
1TAS. 1 RER Le she "de chsons 
ñ z sin 2y+ysh2z—nxsinyshz 
° x (ch 2x + cos 2y) ° 
1 R° —|2[° d. [RIZ 
17.46. 1. JO Tr Sete | HO EEE 
IG1= 


. Indication. Dans l'exercice 17.16 (2) 


2 
X 88 dm où 2=s-ig, = Em Gt 
et les suivants se servir de la formule de 17.16 (1) en y passant en coordonnées 


polaires : z—rei9, t— pe, 0 p, 8 < 2x. 2. (R3— 78) +0. 


R 

n+2__ pn+2 i 

3. RE, 4. sinr—sin A+ | RE dp. 9. cos o. 
r 


(nr +2) R 
1 1 1 
17.17. 41. er ERA CES d 
27 | vo (@) ( [z—& |z—£l3 JE: n+ 
RIS1, n>0 
1 
++ 1 1 SE . ‘ 
+— ju (Ë, D(—— EE 7557 )# où z2=z—+iy, E—E<+in. 2. r sin . 
——r “— 4 sin? 
3 LL aretg 4. Vreos +. 
2 x _ 2 
4 (=-r) Sin 
1 |z+4| 
17.18. IS In [241 


$ 18. Méthode du potentiel 


Soit pe Z” (RAA). Le produit de convolution V, — ns “p, n>S, est 


| z 
appelé potentiel newtonien de densité p et le produit de convolution Va=— 


—]n ee. n = 2, potentiel logarithmique de densité p (pour la définition du 


produit de convolution voir & 8). 
«Le potentiel V, satisfait à l'équation de Poisson 


AVn=—{(n—2)01p, n>3; AVs— —2np. 
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» 


Si p est une fonction à support borné absolument intégrable dans R?, le 
potentiel newtonien (resp. logarithmique) correspondant cst dit potentiel de 
volume (resp. potentiel de surface). 

Soient S une surface à deux faces bornée et régulière par morceaux dans R?, 


n la normale à S, 16, et À (vôs) une simple couche et une double couche 


étalées sur S avec les densités respectives u et v (cf. $$ 6 et 7 en ce qui concerne 
la définition des couches). Les produits de convolution 
4 


- 0 
= + hôs et vu — pe * nr Ms), n > 3, 


sont les potentiels newtoniens de simple couche et de double couche de densités pu 
et v respectivement et les produits de convolution 
1 


1 ô 
v£ =In Hs et VS = + ET (vôs), n—2, 


les potentiels logarithmiques de simple couche et de double couche. 

Si S est une surface de Liapounoff et v € C (S), alors dans R* les valeurs 
limites du potentiel de double couche V‘? et V1 de part et d’autre de S sont 
données par 


COS Pxry 


z—y [© dSy (1) 


VD (e)= + 2nv (a) 4 VU (a) = 2e nv (2) À VU) 
S 


où pxy est l'angle formé par le vecteur æ—7 et la normale n}, au point yes. 
Si EC (S), le potentiel de simple couche admet des dérivées normales 


(0) (0) 
régulières (5 ). et (5 de part et d’autre de S (voir la défini- 


on on J- 
tion au début du chap. V); de plus dans 3: 
1 V0 : OV(O (x) COS Yry d 
( 3n ). G)= + 2m G+—— = + 274 e+| h WE Syr (2) 


où Ÿxy est l’angle formé par le vecteur y—x ct la normale n.. 


V0) . 
5n ).. @) dans ÆÀ° en 


On a des formules analogues pour V4 (x) et ( 
changeant 2x en x et |z—y|° en |z—y|. 
18.1. Soit p une fonction absolument intégrable, p = 0 à l'ex- 


térieur deG € R". Démontrer que 
a) le potentiel de volume est donné par 


— p (y) | 
V, (x) = | EI dy, n>3; (3) 
b) V, est une fonction harmonique à l'extérieur de G; 
1 s À 


G 
Eclaircir le sens physique de ces potentiels. 
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18.2. Etant donnée une fonction p absolument intégrable, p = 0 
à l'extrérieur de GC R°, démontrer que 
a) le potentiel de surface s'exprime par 


Va(x) = | PUMmE—T (4) 
G 


IL 


b) V, est une fonction harmonique à l’extérieur de G; 
c) Va@)=he Jeoa+o(r). |z|—- 00. 


Quelle est la signification physique de ces potentiels? 

18.3. Soit S une surface à deux faces, bornée et régulière par mor- 
ceaux, et u, vEC (S). Démontrer que 

a) les potentiels de simple et de bouble couche sont définis par 


v® (x) = RTE dS,, 


(5) 


CARE —— po TE 8 


où p,, est l'angle défini au début du présent paragraphe ; 
b) V}” et 7 sont des fonctions armomiques ° à l'extérieur de S ; 
(0) (1) — 1 
9 = HWdS+0() « H=0(), 
[x |—- co. 
Quelle est la signification physique de ces potentiels? 
18.4. Soit S une courbe bornée régulière par morceaux. Démontrer 


que a) les potentiels logarithmiques de simple et de double couche 
sont donnés par 


V (x) = OT TT 


«1) … (d 1 + 
vs @= vo = = or ds (6) 
avec l’angle v., défini dans le texte; 

b) V{’ et sont des fonctions harmoniques à l'extérieur de S ; 
c) Vs” (x) = DT L(G) ds + O(IxF), V2 () = 0(rT), 
|[z|— 00. 

Interpréter physiquement ces potentiels. 

18.5. 1. Calculer le potentiel newtonien V, de densité ôs.. 


2. Calculer le potentiel logarithmique V, de densité Ôs.- 
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18.6. Calculer le potentiel de volume V, pour la boule [zx | <R 
si la densité est 


1. p=p(lz) ec. 2. P= po= const. 3. p=|r|. 
4. p=|zf. 5 p=V|z]. 6. p=e-t*l. 
=. 8. p=sin|z|. 9 p—cos|zr|. 


10. p=iln (1 +1) . 


18.7. Calculer le potentiel de volume V, dû à l’action des masses 
réparties dans la couche sphérique À, << | x | << R, avec la densité 
p = p, = const. 2. p=p(lr )EC(R < 12 | LRe). 

18 .8. Soit une masse répartie dans la boule r << R avec une den- 
sité p. On demande Île potentiel de volume Ÿ, en un point de l’axe 
8—=0(0<860< x) pour les densités suivantes : 

1. p est proportionnelle au carré de la distance du plan 6 —:x/2. 

2. p = cos 6. 

3. p = Sin Q. 

à. p = p (y) est une fonction continue 2r-périodique ; 0 < p << 
< an. 

18.9. Soit une masse répartie dans le cylindre {1° + x° << R?, 
0 << x; << H} avec une densité constante p,. Trouver le potentiel de 
volume aux points de l’axe x; > H. 

18.10. Trouver le potentiel de surface pour le cercle r < R si 
les densités sont 

4 p=p(r) EC ([0, R]). 2. p = po = const. 
— _ p7 —_1 

3. pr. 4.p=r?, 9». p=e".6. P=Tz: 

7. p=Vr. 8 p=sinr. 9. p=cosr. 

10. p=sinp, 0<p<2x. 11. p = cos y. 

12. p = p (@) est une fonction continue de période 2x. 

18.11. Trouver le potentiel logarithmique de surface pour la 
conpnne R, <r<R, avec la densité suivante: 

1. p — po = const. 2. p = p(r) EC ([R,, R:)). 

18. 12. Supposons que f (| y]|) est continue pour | y | < À et que 
{(ly D = 0 quand|y | > R, y E R*. Démontrer que a) le potentiel 
de volume Ÿ, (x) de densité ÿ (| y |) dépend de | x | seul et 


Vs@=pr | /(yDd Is1>R: 


l'hyier 
b) pour que V,(x) s’annule pour |z|> R, il faut et il suffit que 


À (y D dy=0; (+) 
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c) dans la condition (+) on a 
RACLETTE 2 


Interpréter physiquement les égalités obtenues. 
18.13. Démontrer que si les fonctions f, (x) et f, (| z|]) sont con- 
tinues pour |x| < R, x E RS, s'annulent lorsque | x | > À et vé- 


rifient 
Ah) =Df;(1z |), 


alors le potentiel V, (x) de densité f, (|x |) devient nul pour |x|>R. 
18.14. Démontrer pour le potentiel de surface des résultats ana- 
logues à ceux des exercices 18.12 et 18.14, à savoir 


1. V@=me | /(uDd lvl>R. 


lvI<R 
2. ÜVs(dr= 5 | (vDIy Pay, 
si 


À Qup dy =0. 


18.15. Généraliser les exercices 18.12 à 18.14 au cas où la densité 
f est une distribution. On entend par « intégrale » { f (x) dx pour 


jf € D’ à support borné un nombre (f, n) avec n ED, n = 1 au voi- 
sinage du support de f (ce nombre est indépendant du choix de Ia 
fonction auxiliaire nr). 

18.16. Trouver le potentiel de simple couche répartie avec une 
densité constante u, sur la sphère | x | = 

18.17. Calculer en un point de l’axe 6 — 6 (0 < < 0 < x) le poten- 
tiel de simple couche répartie sur la sphère r — & avec la densité 
suivante : 


1. p est proportionnelle au carré de la distance au plan 8 = +. 
2 . 6 
. H —=SIn T° 

3. p=e?, 0LSp<Lretu = et-9, r < p< 271. 

18.18. Un disque de rayon À porte une couche simple étalée 
avec une densité u. Trouver le potentiel en un point de l’axe du dis- 
que pour les densités suivantes : 

RER st 2. u=r. à u=r. 

4 u — u (@) est une fonction continue de période 2x. 

18. 19. Le cylindre {x? + x? = R°?, 0 < zx, < H} porte une sim- 
ple couche répartie avec une densité LL. Onc demande la valeur du po- 
tentiel en un point de l’axe x, pour les densités suivantes: 

1. p = u)y = const. 

2. u = u (@) est une fonction continue de période 2x. 
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18.20. Trouver le potentiel de double couche de densité constante 
v) pour la sphère | x | = À. 

18.21. La sphère r — R porte des doublets répartis avec une den- 
sité de moment v et orientés le long de la normale extérieure. Trouver 
le potentiel de double couche en un point de l'axe 6 = 0(0<6< x) 
pour la densité 


1. v = cos 6. 2. v=sins. 

3. v—=er, 0Lp<nr,et v = et-0, n < p< 27. 
4. v = v (p) est une fonction continue de p période 2x. 
9. 


v est égal au carré de la distance au plan 60 — . . 


18.22. Des doublets de densité de moment v et orientés nor- 
malement dans le sens des x; négatifs sont répartis sur un dis- 


que de rayon À. Trouver le potentiel de double couche en un point 
de l’axe du disque pour les densités suivantes: 

1. v = const. 2. v — v (r) EC ([0, RAÏ). 

3. v = v (@) est une fonction continue de période 2x. 

4 v=r+p,, 0<p<7r, et v=r+2rx — y, nn < 
< p < 2x. 

18.23. Trouver le potentiel logarithmique de simple couche éta- 
lée sur une circonférence de rayon R avec une densité ju. 

18.24. On demande le potentiel logarithmique dû à l’action d’une 
double couche étalée sur une circonférence de rayon À avec les densi- 
tés suivantes: 

1. v = const, 2. v = sin 

18.25. Trouver le potentiel logarithmique de simple couche dû 
à l’action d'une couche étendue sur le segment — a << x < a, y — 
— 0, avec les densités suivantes: 

{. u = const. 

2. , = —u, —a<Kr<0,tpu=h, 0<Lrz<a 
= I. 

18. 26. Etant donné le segment — a << zx < a, y = 0, trouver 
pour lui le potentiel logarithmique de double couche de densité 


1. v = const. 
2v——vV, —a<Krz<0, et v=vy,, 0<r<a 
3. v=r. 4. v—= 7. 


Soit p (x) une distribution à support borné. Les produits de convolution 
V = —än£ép et V — —4n$+p, avec 
einlx| _ e”ikIx| 
B=—  Ê— Zlz] 
solutions fondamentales dans R* de l'opérateur de Helmholtz A + k?, sont des 


analogues du potentiel newtonien. Les potentiels V et V vérifient l'équation de 
Helmholtz Au + Ku = —4np. 

On définit de même les analogues des potentiels de simple et de double 
couches. 
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Il en va de même pour l'opérateur A — k2. L'’analogue du potentiel newto- 
e” (3 


ti 
PIE est solution 


nien est en l'occurrence V, — —4n8,»xp, où ‘4 — — 
fondamentale dans R® de l’opérateur A — k2. 


18.27. Soit p une fonction absolument intégrable et p (x) = 0, 
z EG, =R° KG. Démontrer que 
1. V, Pet V, sont définis par les formules 


eklx-v| 
Ve (Se (à, 
G 
— e”‘RIx-v| 
V(&)= | 3517" PU) dy, (7) 
G 
e=hk1x-vl 
V, (x) = | zyl P (y) dy. 
G 


2. V, Vet V,aC?t(RS) N C“(G)satisfont dans G, aux équations 
homogènes Au + k°u = O0 et Au — k*u = 0 respectivement. 


3. V et V vérifient les conditions de Sommerfeld 


u(r)=0 (21), SET tu (a) = 02 ft), (8) 


[TI oo et V,(x)—0, |z|— oo. 


18.28. Pour l'opérateur À + k* calculer le potentiel V pour la 
boule |x | << R avec les densités suivantes: 

1. p=p(lr)EC(Ux). 2. p=po=const. 3. p=e-lxl, 

18.29. L'opérateur étant le mème, calculer V pour la couche sphé- 
rique À, < [x | < À, et une densité constante p,. 

18.30. 1. Pour l'opérateur À + k* calculer le potentiel de simple 
couche V0) dû à l’action d’une couche répartie sur une sphère avec 
une densité constante ls. 

2. Calculer, pour le même opérateur, le potentiel V(1) dû à l’action 
d’une double couche étalée sur une sphère avec une densité cons- 
tante v,. 

18.31. Dans le cas de l'opérateur À — k*, trouver le potentiel V, 
pour la boule r<< R avec la densité 1) p=p(lz|)EC (Un), 
2) p = po = const, 3) p = e”hxl, 

18.32. 1. Calculer pour l'opérateur À — k* le potentiel V(® dû 
à l’action d’une simple couche étalée sur une sphère avec une densité 
constante LL. 

2. L'opérateur restant le même, trouver le potentiel V{) relatif 
à une double couche répartie sur une sphère avec une densité constan- 
te vo. 
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18.33. 1. La frontière S d’un domaine GC R“étant supposée une 
surface de Liapounoff, démontrer que 


( — 4x, xCG, 
AE = (ET 45, = —2n, ES, (9) 
S 0, zERS\G, 


Où Pxy est l'angle défini au début du paragraphe. 
2. La frontière S d'un domaine GC R*étant supposée une cou- 
rbe de Liapounoff, démontrer que; 


—27n, zCG, 
VE (x) = | T2 ds, — — I, zCS, (91) 
ë Û O0, ze R?\G. 
18.34. 1. La substitution u=v—+V;., où 


1 
Ver (Mdr, 2er 


|z—yl 
G 
ramène les problèmes aux limites intérieurs pour l'équation de Pois- 
son Au = — f aux problèmes correspondants relatifs à l’équation 


de Laplace si f E C!(G) NN C (G). Démontrer. 
Dans la condition supplémentaire que f est une fonction à sup- 

port borné démontrer qu'il en est de même des problèmes extérieurs. 

18.35. En utilisant le potentiel de double couche, résoudre le 
problème de Dirichlet relatif à l'équation de Laplace à l’intérieur 
et à l'extérieur d’un cercle. 

18.36. Trouver la répartition stationnaire de la température 
à l’intérieur et à l'extérieur d'un cylindre illimité de rayon R si la 
frontière latérale est maintenue à la température u,: 

{. u, = const. 2. uo = Sin @. 3. uo —= COS . 


4. u, = C = const pour —5< p <> et uo—=0 pour + LPS 
3x 
<T- 
18.37. Trouver la répartition stationnaire de la température 
à l’intérieur d'un cylindre circulaire illimité 0 << r << R à condition 


que dans sa masse il y a dégagement de chaleur de densité f (r, ®) et 
que la frontière r — R est à une température uw, (R,®), f et u, étant 


. f=fo—=const, u; =0. 2. f=r, u, =0. 
. f=r, u,=a. 4. f—=eT, u; =sin. 
f=sinr, u, =cos. 


f=sing, u,=sin (?+7) . 


œ to 


1. f=cos p, u, =cos (o—<) . 
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18.38. Résoudre le problème de Neumann pour l'équation de Lap- 
lace à l'intérieur et à l'extérieur d’un cercle par la méthode du po- 
tentiel de simple couche. 

18.39. Trouver la densité d’une substance diffusante dans un pro- 
cessus stationnaire U (r, œ, z) à l’intérieur et à l'extérieur d’un cy- 
lindre infini de rayon À s’il n’y a pas de sources de substance et si 
le coefficient de diffusion D est constant pour le flux diffusé u, sui- 
vant sur la frontière 

Î. u, = const, 2. u, = sin, 3. u, = cos q. 

18.40. On demande la répartition stationnaire de la température 
à l’intérieur d’un cylindre circulaire infini de rayon À s'il y a, dans 
la pièce, dégagement de chaleur de densité f (r, @) et que sur la fron- 


tière se maintienne un flux de chaleur donné” u:(R, œ) pour f et 
u, suivants: 


1. f— fo = const, = he. 
2. f=r, u; = + ; le coefficient de conductibilité thermi- 
que À — Î. 
1 -__InG+R) ., 
8. =: = ——p—; k=f. 


4. f = sin , u; =Ssinp; À = 1. 

D. f=CoSp, u; = cosp; À = 1. 

18.41. Utiliser les potentiels de double et de simple couche pour 
déterminer la température stationnaire des points du demi-plan 
y > 0 si: 

1. La frontière y = 0 est maintenue à une température donnée 
Uo (x). 
2. La frontière y = 0 reçoit un flux de chaleur donné, i.e. 


du 
on v=0 


Les sources de chaleur font défaut. 


18.42. Trouver la répartition du potentiel du champ électrostati- 
que dans un dièdre dont la frontière est au plus à un potentiel V, = 
—çconst dans les cas suivants: 


1. z2>0, y>0, —o<z< oc. 


2. 0<p<, Po< + , Or < oo. 


18.43. Moyennant le potentiel de double couche trouver la solu- 
tion du problème de Dirichlet pour l’équation de Laplace à l’inté- 
rieur et à l'extérieur de la boule | zx | << À. 

18.44. Déterminer la répartition stationnaire de la température 
dans la boule r << R où il y a dégagement de chaleur avec une den- 


sité f si la frontière r — À est maintenue à une température u; pour 
les valeurs suivantes de jf et u;: 


= U, (x). 
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1. f = fo = const, u, = (0. 
2. f=ru; = a. 
8. f=Vr, uy= +R; k=1. 


18.45. Démontrer que la solution du problème intérieur de Neu- 
mann relatif à l'équation de Laplace pour la boule r << R est définie 
par 


U (r,6, p) = —R\ u (p, 6, pe 
0 


avec x l'intégrale de Poisson pour la boule, i.e. 


21 x 
eff, Rp 
ES pe Ho (AE ss qi) (RE PE 2Rp cos PE Pa 204 dpi 


l'angle y étant formé par. les rayons vecteurs des points (p, 6, q) 
et (R, 6,, mp1) et u, 


sed 


U | L2 
r=R p=R 


Ton 


Indication. Démontrer que si u (p, 6, œ), u (0) — O0 est une fonction harmo- 
nique dans un domaine contenant l’ origine des coordonnées, la fonction 
La 


U (r, 6, ®) = —R [ u 6. 6, pe est harmonique elle aussi. Utiliser en- 
Ù 
suite la condition de possibilité du problème, à savoir | u; dS = 0. 
r=R 

18.46. Démontrer que la solution du problème extérieur de Neu- 

mann relatif à l'équation de Laplace pour une boule est définie par 
rT 
d 
U (r,6, p)=R | u (p, 6, p+, 

où z (p, 6, p) est la solution du problème extérieur de Dirichlet pour 
la boule, i.e. 


27 x 
2 R° 
u (0, 6, o)=-7 fus R, 04, pi) ——— = sin 6, dé, de: : 
(p, 9, œ) FL ) | o ( ® (p2+ R°—2pR cos y) 1 Aus aps 
+ Ô 
Mn (re Vlp=R- 


Indication. Voir l'indication de l'exercice précédent. 


18.47. Résoudre les problèmes intérieur et extérieur de Neumann 
pour r<<R et u, = u; = a = const. 

18.48. Résoudre par la méthode des potentiels superficiels les 
problèmes de Dirichlet et de Neumann relatifs à l'équation de Lap- 
lace pour le demi-espace zx, > (0. 
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18.49. Trouver u (x;, ze, Ts), densité de la substance diffusante 
dans un processus stationnaire,s’il n’y a pas de sources de substance 
et le coefficient de diffusion D est constant, pour les domaines G 
et les conditions aux limites u|s suivantes: 


1. 20, ulx,_o—=uo=const. 


—1, x, <O, 

2, >0, ul = 

3 > [x 0 +1, x > 0. 

JS. Los 3 >> 0, — or  Loo, ul, = uÿ = Const. 

Les problèmes aux limites dans l'espace pour les équations de Helmholtz 
Au + ku = —f(x) et Au — k°u — —}f (x) se posent tout comme leurs analo- 
gues pour l'équation de Poisson. Les solutions des problèmes extérieurs doivent 
vérifier à à |’ a be la condition de rayonnement (voir formule (8)) pour l'équation 
Au + k2u — —f et s'annuler pour Au — ku — —f. 


18.50. Résoudre le problème de Dirichlet pour Au + Au — 0 
à l'intérieur et à l'extérieur de la sphère | x | = R si ulxJ-r— a. 

18.51. Résoudre le problème de Neumann pour Au + ku = 0 
à l’intérieur et à l'extérieur de la sphère | x | = R dans la condition 
& — 


Fe 52. Résoudre le problème 


Au + ku = —f{{(x), u ler = 5 @) 
à l’intérieur de la sphère | x | = R pour f et u; (x) suivants: 
14. f = fo = const, um =0;, k—=R—=1I. 


j=t, = 267%) sin1—1; k=R=1. 


85 Trouver la solution du problème de Dirichlet pour l'équa- 
tion Au — k?u — 0 à l'intérieur et à l’extérieur de la sphère |zx | = 
= À si U |ix]=R = . 

18.54. Même problème avec la condition u{l}=r = à cos 6, 
0<0< x. 

18.55. Résoudre le problème de Neumann pour Au — k°u = 0 
à l’intérieur et à l'extérieur de la sphère | z | = R avec la condition 
ôu 
Se sir — €. 

18.56. Résoudre le problème 


Au — ku = —ÿf(x), ulx=r = u; (à) 


à l’ intérieur de la sphère | x | = À pour f et u; suivants: 
14. f = fo = const, u =0, k=R=1. 
2. f=A1, u; — 1 — 2e sh 1; k—R—'î. 
18.57. Trouver la répartition stationnaire de la concentration 
d'un gaz instable à l’intérieur d’un cylindre infini de rayon R si 
la concentration u, à la surface du cylindre est constante. 
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Réponses et indications 


18.3. Solution. En vertu de la formule (7) du $ 8 et de la définition de la 
simple couche ($ 6), on a 


PPo= (Euh) 8s Gi, n Up E+w)= 


=( GO ESG 10 PE+D)= | w mans 
Rs 


18.5. 1. Conformément à la formule (5): 4rR, |z| << 


2. —2r1InR,|r|[<R; —2rin|rz|,|rz|>R. 
18.6. Jndicatton. Utiliser la formule (3) et introduire les coordonnées 


, Izl> À. 


Lx] R 
sphériques. 1. ET r°dr, |z|l>R, Fr p (r) rdr+an | 6 (r)rdr, 
PAT ER FT LR 
> 47RSPo 2 —? EL 
z|<R. 2 3Izl ? Izl> R ; 27rR"°po PT PTE Pos IZI<R. 3. zT 
SR: TRI 215 anRs . _IzK | 
21D RiTGRS (20), (21 R 4 SE, lel> Ri a (REC), 
8rR"/: 8n A 
< = ——— SR: le S/a). = 
sIRRS. ei lelDRi SE GR E—212 19. IsI<R. 6. EX 


X(2—e "FR (24+2R+4R2)],|zl> R; 47 LÉ A+ Re" | , 


: arctg|z 1+R3 
lz1<R. TT arcty A), 1212 R :4n(1— —E- +hy/ ET): 
Izl<R. 8. © [(2— R')cos R—2(1—R sin A), |z|>R: an [ + 


[z| 
x (cos1z1—1)+sin|z|+ sin R—RcosR |, Iz|<AR. 9. = 


+ (R°—2) Se ALI RE (conte _2sinlzl, R sin R+cos R |: |z| <R. 


|z| 
10. Tr (A21n2—5), [z1>Ri + (— +3 2F) in (: + LL LL ÿ + 


5 e 
+lsl 4212132: |, Iz|<R. 
2 2 
18.7. 4. 27% (R3—R?)po, 1z|<R1; 2aRE9o —  xpo | 


[2R cos R + 


R2 
4n 
Ris Res SP URI— RD, Isl> Re 2. 4 otrdr, Iel< 
R 
Ix Re 


LE LL rdr+an | pré, M<lsl<Ri = {on dr, l> Re. 
Ixl 
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R 2 R3 R4 2 9 
—— 4 Rs ms REP me ame 
18.8. 1. nm (+5), > 2nc (= NL 2 per En), 


15 7 
4 
r< R, C étant le coefficient de proportionnalité. 2. sn . T>R; À aRr— 
27 2x 
a 2R3 r2 
—7r°, r ÇR. 3. 0. 4. TS | p (dv. r>R; ( ——) fo panrer. 
0 0 


18.9. n[(H—23) V'R°+(H— 25) +23 V R° +284 H2—2Hz3+ R° In (1H — 
—23+V R+ (= za) —R° In (—z3+V R°+32})] 


| 
18.10. 1. | | r 10 ————— r drs d@s. 2. —nR° X 
] °° 1) VE 1 ar di Po 
Xlnr,r>R, —:xp R'InR— .— ): r<R. Solution. Soit r>R. 


In ET  ———————— 
r4 \ r 
= ANES —2— cos (pa — q) — 


2x 


2n À 2 —92 cos (qu — 9 Leltus-p) 
_ | es, a. | dg= Î [i-4r rec rer LUS dp= 
0 


Co 
AL er . __r 2 ° 
= — 9 fl > T7 COS An Gr éqr=0. ou À = — <1. 3. — AA In r, 
0 n=1i | ° 


R CHUTES 
Vatr, @=po | ridn | dqu = 
0 0 


r>R; {RS (1—3 10 R)—r5) r<R. 4. —+Rtlr, r>R; + [REX 
X(4—41n R)—74], r LR. 5. —2n{1—(4+R)e-Fjlor, r>R; —2n Le" 


R 
ES à | 
—eR+inr—({+R)eR nr+ | — dr |, rCR,. 6. -2rInrin 157, 


r>R; Lee 1 L jou LE an], r< <R.7. —<nRhinr, 


r > R ; 25 [ 6’: ln R++ (r/2— —R%)|,7r €R. 8. 2x (R cos R— sin R)x 
R 
XInr,r>R;2n (Ain Rcos R—In Rsin R+sin sant | —. FA drs) 


r£R. 9 2axinr(i—-RsinR-cosR),r>R; 2n [in r—1nR (R sin R+cos R)+ 
R 


3 | 
+ cos r—cos À + [EE er |: r<R. 10. LCR, r>R; 
ri - 
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3 
tu” cos q r>R; a | rR—csq), 


2 
ñ CES sing, rR. 11. EST, 
27 27 
r<R. 12. + ar À (pd r>R; (ST ine) | P (m4. 
0 
r< RAR. 
18.11. Indication. Voir la solution de l'exercice 18.10 (2). 1. xpo X 
RE TT), R<r< Ra; 


X(R2—R3)lnr, r> Ro: apo ( Rflnr—Räln Re + 
2 _p2 

npo ( REln Ry— R3 ln Ri + | TR 2. —2nlnr 

ptazinzd), m<r< af, (x) zin x dz, 


CI 


a) 2,0 


r 
—27 (ar fe (x) z dz + 
R: 
T < R1. 
1: 4nuoR° 
18.16. Indication. Utiliser la formule (5). Iz1>R; 4ruoR, 
Izl 
Is1< À 4nR?C 2R? 4 2r° 
x r° 
18.17. 1. 3 ( er ); r> AR; Farc (+), r<R, 
A ._. . . R (r—R)*° 
C étant le coefficient de proportionnalité. 2. —— (r+r- X 
2VrR 
(RE, VR+V Tr }, 


AaVTEVR ). r>R: I (r4+r CR ES mr 12 


ei (et—1),r>R; 2R(e%—1),r 


R+V z3+R: 


18.18. 1. 2nuo (V x? RÈ—z3). 2. nR V5 + R?— 23 ln ea 
27 


3. Æfa+(E-a)varr]. 4. AFF 2) | n (de. 


H—13+V R°+(H—:3) 
18.19. 4. 2xR 1 3 LT . 2. R[In (H — 
PR —m+VR re CR Us + 


27 
HV RE (H—z3))—In (—23+V R°+73)] | u (p) dy. 
0 
18.20. Zndication. Utiliser (5). 0, I|zl>R; —4nvo, |Irl<<R; —27v6 
|z|= A. 
47R° | 8nr | 27 _p o À 
182. 1, > Rip CR re. 2. | R—3r+ 


+ (R+3n) ( (y/+-y À Foire]. r>R; 7 | R-3r+(R-+3n 
x(y/+- 43) RE] TR. 3 0, r>R; —4(e"—1), 
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‘ 2x 
r<R; —2(—1), r=R. 4 0, r>R; 2 | vo r<r — | we 


14671R5 4nR° 


a ns es  __? — 
r=R. 5. 155? r>œR; 3 (+ LR ESr 21, r=R. 


R 
18.22. 1. anvo arctg À. za = 0 et O pour x3=0. 2. nes | LOS. 
T3 Ti +r* 
0 


21 

230; 0 pour z3—0. 3. arctg À | vo) de, z3 Æ0; O pour z3—0. 
0 

V'AÆ+ 7x; LES + re 


4. 27nz3ln arctg À , 73% 0; 0 pour z3=—0. 
Z3 
18.23. Indication. Utiliser (6). —2nrRuoln R°,r LR; —2rR (in R? + 


+ In +) , r>R. 
18.24. 1. O,r>R; — vo, r=R; —2nvo, r <<R. 


LE [—rsin p+ EE x 
x arctg | AT 2cotew) |, T>œR; 
1) — 
2. v£ (r, œ) Fr — [x in + R°+7r° 
2R SPF RE TE * 
X arctg ( us 2cotg ) , T<R;,0,r=R. 
_ __ 24ay (a+) 2 12 __(a—x) 
18.25. 1. po [ 22 yarctg D y — a g In ((a+ x)°+y?) —5— X 


x In ((a— 299) |. 2. po[ SE In ((a+-2)8+92) — EE In ((a2)4y0) — 
…: o 1 ne LL 2x (a®— x°) aitu | (az) + 
zin(z+y) + y arctg + a) |: 3. — 7 —— In (aa y 
—— 3 
2 + ya | 


18.26. 1. —v ['arctg — 


— zy arctg 


= + arctg TE |, y Æ0; O0 pour y—0; 


lim VD = + von, y— +0, —a<z<a. 2 —v [Zaretg —arctg SE + 


—arctg E |, y#0; 0, y—0; lim VW=T vor, y— +0, 0O<r<a; 
lim VO = + vor, y— +0, —a<r<0. 3 —z ['arcte = +aretgE]|+ 
+ —— 1 DE, y 0; 0 pour y—0; limV# (x, y=T+Fzn, y +0, 


—a<x<a. À. (yŸ— 2°) (arctg — = ] + zy In (@+2) +y° 


T 
arct 3 3 
F arctg (@—2)* + y ? 
y Æ 0; 0 pour y—0; lim VU (x, y=T+F zx, y—æ +0, —a<z<a. 
14° 
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xl 
18.28. 1. ET etAIxl | rp (r) sin krdr, |z|1> 


Ri Cas | rp (r) X 
(1 


_47Po_ 


xsinkrartointel | rotetrar) 121 2. le] 


etrIx — RcoskR+ 


Ixl 
+R) eZ ER: pa LH (—iR+) 821] 121< 7 
_4%Po_ nai { _ À 1 ___-2 : 
Hlzl TI (sin k+kcosk)+ [24 (1 — e7* cos k) 


—(4—k2) À sin k] } 17122; — ee Le-1 cos (1—1z1)—2e-1sin (1—|z|)+ 
Lil 7/5 xi+i+itarctg2)], lz1<1, k=R=1. 


18.29. re eikixl (R: cos kRy— R2 COS kRg+ ES SE #4) 
sin k | z | [ — LRoeikR2 4 iRieirR: ++ (eike— tin], | z | < R4; _4Po_ K 


k]z| 
SR +ilzisink|z|) + Rx 


1212 R2; 


479 
k?| z| 


X [ is (Ra cos kRi—1z 1008 k|z| — 
(el 
k 


—iRsink|zl) |, A<Iz1< Re 


18.30. 1. Fe el sinkR, |z|>R; Fe dk sink|zh z<R. 


2. 0. CR cos kR—+ sin ER) ,Iz1>R; 0 HR (Rain k121— 
—+siné|zl), Izl<R; eixR (sin &R++ cos kR—— sin kR), 
|z1=R 
Are Ml É 4n re 
. k|x] 
18.31. 1. D TETE À rp (7) sh kr ar, IzI>R; PES (e ET X 
0 0 
É 4 
x sh kr dr+sh ls] | rorvæ): Iz1< 2. peur 
1 = 
—+sh4R), IDR: a ere ss. “hklz||, Iz1< 
4x [__R  ,-(R+nxh) sb R _ -KR+Ix) 
3. ee (- GE ch RAR + sh A) + ET € Jy>er 
k Æ—1. 
18.32. 1 Fe em shkR, |z|>R; PTS eh sh k 5, Iz| << RAR. 
ARNO —hxl __ 4 . 47vo po | … 
2. Te (RchER sb&R ), I:1>R; Se RchkR 


— (+4) ER |, |zl=R -T ee (R+—) shklzl |r|<R. 


18.35. Indication. Utiliser les formules (1), (9) et (4) du $ 8. 


DR * 
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_,, R—]z2/? | 1 2__R? 

X | us (as, [TI<R; -—— | ut (y) ER 5, 
Iyi=R lui=R 

|z1> À. 


18.36. Zndication. Utiliser l'exercice 18.35. 1. w, r£<R; u, r >R. 2. TX 


F 

TX 
2 Rr cos p . € 2 Rr cos p 

x (1+<arctg EE |, r<R; (a+ Here), r> À. 

18.37. 1. Solution. Le problème Au (= , |z|<R; ul jn=us=0, 


avec z—(z4, z2) et k le coefficient de conductibilité thermique, se ramène 
par la substitution u—vw—<+V:, où 


Vo (z) = 


X sin y, TR; sin pr>R. 8. — cos q, r<£R; Lcospr>R. 4. 


À ont 
Er VE) +2 


au problème Av(z)=0, |zl<R;vl,np=(u—V2).nr. En vertu de 18.11[(2) 
_ lo { R—r 
on a (r, p= | 5 —Rtln8), 


(r, ®) étant les coordonnées polaires du point zx. Il résulte de 


la formule de l'exercice 18.35 que V(r, g_= 70 R°lnR. Ainsi, ur, q) = 


2k 


R3—7n R4—r r . 
FA + 3. a+ —: 4. R 29 + 


dys dy2, 


—v+V=— JL (Rr). 2. 


R 
—p 
++ (e-R—er+in R—Iln r— | —) . de cos p+— (sinr—sin'R+ 


+ (280). 6. an(o+£)+ (2) sing 2 Len | o 


R 
ñ rR r3 
+) + (5er ) ces +. 
18.38. Indication. On cherche la solution sous la forme d’un potentiel de 
simple couche (voir formule (6)). On se sert ensuite de la formule (2) et de 


la condition de résolubilité | u, (y) dS, —0 du problème. _ | us (y) X 
T=R Iv|=R 


1 ee — . 1 + 
X In Tr dS, + const, ITISR; z=(x, 2); — u(y)ln]lz—y|x 


X dSy+const, |z|> À. IR 
18.39. Indication. Utiliser les formules de l'exercice 18.38. 1. Impossibi- 
lité car | us dS Æ 0. 2. rsinqçq-+const, r <R; = sin + const, r> AR. 
r=R o 
3. rcosp—+const, r<<R; + cos p+ const, r > A. 


18.40. Zndication. Par le changement de variable u—=v+V;, (voir solution 


de 18.37.) le problème Au= —+, r<R, 24 


Pa rs RU se ramène au pro- 
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5 = … dv …. d(u— Vo) fo 
blème aux limites Av=0, r<<R, on LR 5n Rp" 1. 7x X 
X ( — _—.R° In R}+ const. 2. + (RS —3R In R)+const. 3. InR X 


R 
——— 2 2 
X In VTT [ RCE dp + const. 4. (r+ + rR——-) sin +const. 
r 


3 
18.41. 4. | __Uo (6) &Æ  , 1 L" us (E) In 
I 


2 r° 
D. (r++ rR——<) cos + const. 


| 
V' GE) + y 


7 (z—E) + y 

18.42. 1. 20 [ arctg + arctg 2]. 2. = =tg y: (a+ sin 2 + 

TN. 4 . Do LE 22) sin oo 22y cos qe __ Lo 
—+ arctg y 2) 2 <tg Po: 1 arctg (y? — x°) cos Po — 2xry Sin Po on * 

v 
X F(z Po L>tgqo: (+ F (x, y, Pol. 

Re—|2E 1 Es 

18.43. a | EME us (y)dS,, Izl<<R; BR |. [z— y (9 X 
= VI= 


X us (y) dSy, Iz|> À. 
18.44. Voir indication de 18.37 et résultats de 18.6. 1. ue (Rire). 2. a+ 


3 
HE. 3. 0. 
18.47. Indication. Utiliser les résultats des exercices 18.45 et 18.46. 
3 
_ a .r>R; le problème n’admet pas de solution dans le domaine r<R. 
T3 Uo (y) . 4 | U4 (y) 
sus. [| Das, | Has, 
Va=0 Ua=0 
Uo 


2 T1 T T2 T3 
18.49. 1. Uo- 2. Tr ercts 33 3. rs (5--+arctg 7 7 erctg — . 


aR sink|z| . aR eiklzxl 
18.50. Tzl sin&R ? Izi<R; Ta %R 


cherche les solutions sous forme de potentiel de double couche 


F) eiR(x—v) 
u(x)= VO (3) = | VOST 
r=R y 


La densité cherchée se détermine à partir des équations intégrales 
Rx VI 
ur = VD (= 2nv (2) + | v (y —— = ds —e, zE{r=R}. 


|z—y| 
r—hR 


pour le problème intérieur et v (x) = 


, Izl>AR. Ændication. On 


(+) 


akR 
4x (kR+i) sin kR 
ae” R . . 
= ————————————— pour le problème extérieur. 


1 
4 (cos kR——— sin kR) 


On a v(r)— 
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18.51. Zndication. On cherche la solution sous la forme d’un potentiel de 
aR° sink|z| | aR?  eikix! 

CS e > . 
[el GRcoskR—sin #0 * lISRS TT GER lElZR 


18.52. Voir indication de 18.37 et résultats de 18.28 (2). 1. Jo X 


simple couche 


|z| 
A I 
sin|z| _i(i- +) sin|z| 
x { sui Izl}. 2. V 2e ET 4. 
18.53. Voir indication de 18.50 aR shklz| |zI<R: aR el 
et. e O1 1 e e EI sh kR , L SI , [z| RAR « 
1z1>R. | À 
R 2 k\zlc k z|—s k|zx| | ( R )° 
18.54. a (-—-) ERChER—SRER cos0, |z|<R; a =] x 


kizl+1 ch&klz|—shklz| 


XR+T  cher=sher 0 l#12R- 
aR°? shklz| ar? e*(R-Ix) 
18.55 Izl kRchkR—shkR ? IrI<RS — Izl 1+kR (312 AR. 
sh/z| 1 Shlz| 
18.56. 1. h(1-5 5) . 2. 4—2et ET 
Jo(kr) 


18.57. ur, y) —u Indication. u est solution du problème Au— 


Jo (kR)" 
—ku=0,r<R; u|r=R= UQ. 


S 19. Méthodes variationnelles 


Soit, dans un domaine Q & R*?, l'équation de Poisson 


— Au — Î, (1) 
et sur sa frontière régulière l' l’une des conditions aux limites 
u r=£8: (1) 
ou 
‘on ré! (I) 
du 
3 +ou ) ET (TIT) 


f (x) étant définie dans Q et g (x) et © (x) sur F, de plus © € C (T). Une fonction 
u (z) E C*(Q) N C (Q) est appelée solution classique du premier problème aux 
limites (1), I si elle vérifie dans Q l’équation (1) et la condition 1 sur F. Une 
fonction u(r) € C?(Q)N C!(Q) est la solution classique du problème (1), III (II) 
si elle vérifie dans Q l'équation (1) et la condition III (11) sur l. En définissant 
les solutions généralisées de ces problèmes on supposera f € L, (Q) et g (x) la 
trace sur l' d'une fonction € H1 (Q) (en particulier, g € C1! (T)). On dit qu'une 
fonction « € H1(Q) est solution généralisée du problème (1), I si sa trace sur T 


est égale à g et si elle satisfait, quels que soient v € Hi (Q), à l'identité intégrale 


| (grad u-grad v) dr — | fv dz. (2) 
Q 
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Une fonction u € H1(Q) s'appelle solution généralisée du problème aux limites (1), 
111 (11) si, pour tout v € H° (Q), elle vérifie l'identité intégrale 


Î (grad u-grad v) dr + Î ouv dS = | fu a+ | gv ds. (3) 
Q r Q 


Un rôle important dans l'étude des solutions généralisées de problèmes aux 
limites revient au théorème suivant: 

THÉORÊME DE F. RIESZ. Soit l (u) une fonctionnelle linéaire bornée définie 
sur un espace hilbertien H. Il existe alors un élément h de H et un seul tel que l'on 


aitl(u) = (h, u) ((h, u) désigne le produit scalaire dans F des éléments k et u). 


19.1. Soit u (x) la solution classique du problème (1), I. Montrer 
que si u E Cl (Q)et f € L, (Q), alors u (x) est encore sa solution géné- 
ralisée. 

19.2. Soit u (x) la solution classique du problème (1), III (II). 
Montrer que cette fonction est encore sa solution généralisée. 

19.3. Si u (x) est la solution généralisée du problème (1), I et 
u EC? (Q) NC (Q), alors u (x) est également sa solution classique. 

19.4. u (x) étant la solution généralisée du problème (1), III (II) 
et u EC? (Q) N CT (Q), u (x) est encore sa solution classique. Dé- 
montrer. 

19.5. Moyennant l'inégalité de Stekloff (exercice 4.104) démon- 
trer l'existence et l’unicité de la solution généralisée du problème 
(1), I pour g = (. 

19.6. Si la fonction g est la trace sur l d'une fonction € HT (Q) 
(en particulier, g € C! (T)), alors le problème (1), I admet une solu- 
tion généralisée et une seule. Démontrer. 

19.7. Etant donnée dans le domaine Q l'équation elliptique 


L (u) = — div (p grad u) + g(z)u = f(x), (4) 


où pEC1(Q), minp(r) =pro>0, gEC(Q), fEL:(Q). Une 
fonction u (x) appartenant à H1(Q) s'appelle solution généralisée 
du problème (4) I si, pour tout v (x) € HT (Q), elle satisfait à l'iden- 
tité intégrale 

| (p grad u grad v + qu v) dr — | fv dx 

Q Q 


et sa trace sur l'est g. Démontrer que la solution classique € AH (Q) 
du problème (4), Ï est encore sa solution généralisée. 

19.8. Démontrer que pour g > 0 la solution généralisée du pro- 
blème (4), I existe et est unique. 


Indication. Utiliser le résultat de l'exercice 4.106. 
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19.9. Soit dans Q l'équation elliptique 


n 
( ‘à 
Le D (rue a)+a@ue 10 (5) 
îi, J= 
avec les fonctions réelles ps; € C! (Q), Pu (@) = pi) G, j = 1, ... 
.., ñ) et supposons que pour tout x E Q et des (£,, ..., En) réels 
quelconques on a 


n 


2, Puit >vlEl, 


s J—= 
où la constante y > 0, gE C (Q), f € Le (Q). Une fonction u (x) € 
€ H1(Q) est appelée solution généralisée du problème (5), I si, quels 


que soient v (x) € H! (Q), elle vérifie l'identité intégrale 
| (> Pu (x) UxUr,+quu) dx = | fv dx, 
Q Q 


et sa trace sur | est g. Démontrer que la solution classique € H1(Q} 
du problème (5), Ï est également sa solution généralisée. 

19.10. Démontrer l'existence et l’unicité de la solution générali- 
sée du problème (5), I si q > (. 


Indication. Utiliser le résultat de 4.112. 


19.11. On entend par solution généralisée du problème (4), 
[II (IT) une fonction u (x) € H! (Q) telle qu'elle vérifie pour tous les 
: (x) E HT (Q) l'identité intégrale 


| (p grad u grad v + quv) dz+ | pour ds = | fv dz. 
Q T Q 


Démontrer que la solution classique du problème (4), III (IT) est 
encore sa solution généralisée. 

19.12. Montrer que le problème (4), III (IT) possède une solution 
unique sous l'hypothèse que © (x) > 0 sur F', q (x) > 0 dans Q et ou 
bien © (x) 50 ou bien qg (x) 50. 


Indication. Appliquer le résultat de l'exercice 4.117. 
19.13. Soit H1(Q) un sous-espace de H! (Q) comprenant celles 
des fonctions f € H1(Q) pour lesquelles | f dx =0. Démonirer que 
Q 
lorsque g (x) = 0, q (x) = 0, f € 1 (Q), le problème (4), II admet 
une seule solution généralisée € H1(Q). 


Indication. Utiliser le résultat de 4.121. 


Soit pEC(Q), aEC(Q), SEC(T), minp(r)=po>0, o(x) > 0, 
g (x) > 0 et ou bien q (x) + 0 ou bien © (x) #& 0. Alors (voir exercices 4.105 
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et 4.113) on peut munir H1 (Q) et H1 (Q) des produits scalaires équivalents aux 
produits usuels de la façon suivante: 


4, = À tp te) (grad f-grad 6) + a () fe de, (e) 
Q 


Gr em = | Lp te) (greû fegrad s)+gfejdz+ | pots as. (+) 
Q r 


Une fonction u € 1! (Q) réalisant le minimum de la fonctionnelle 
E () = [lv [fs — 2 (, v)pes 


considérée pour v € Hi (Q), est la solution généralisée du problème (4), I pour 
g = 0, si la norme est associée au produit scalaire (+). 
Une fonction x € H1(Q) réalisant le minimum de la fonctionnelle 


E (v) — Il 4 Ilgrt — 2 G, L)Le 


considérée pour v € H1(Q), est la solution généralisée du problème (4), III si 
la norme || v ||}, est associée au produit scalaire (+x). 


19.14. Considérons, pour f € L, (Q), la fonctionnelle 
E, (v) = | (grad v)? dr — 2 | fv dx 
Q Q 


sur l’ensemble des fonctions v € HT (Q) telles que v|r = g. Montrer 
qu'une fonction w (x) rendant la fonctionnelle Æ (v) minimale est la 
solution généralisée du problème (1), I. 

19.15. Etant donné f € L, (Q), p EC (Q),a EC (Q), min p (x) = 
= po > 0, qg (x) > 0, considérons la fonctionnelle 


E, (v) = | p|grad v |? dx + | q (x) 1? dr —2 | fv dx 
Q Q Q 


sur l’ensemble des fonctions v € H? (Q) telles que v |r = g. Montrer 
qu'une fonction u (x) réalisant le minimum de la fonctionnelle est la 
solution généralisée du problème (4), I. 

19.16. Soient p;;, i, j = 1, . .., n, q, f les fonctions introduites 
dans l'exercice 19.9 et soit la fonctionnelle 


E: o=| [ > Pas, | a+ | qu? dr—2 fo 


i, j= 
sur l’ensemble des fonctions v € H1(Q) telles que v |r = g. Mon- 
trer qu'une fonction u (x) minimisant la fonctionnelle £, (v) est la 
solution généralisée du problème (5), I. 
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19.17. Soit, pour f € L, (Q),© € C (T), o > 0 sur F, o (x) 0, 
la fonctionnelle 
Es (v)= | \gradv Par + | ow2ds—2 | fvdz—2 | gvas, 
Q Q r 


r 
v€ H'(Q). 


Montrer qu'une fonction w (x) réalisant le minimum de E, (v) est la 
solution généralisée du problème (41), III. 


19.18. Soit fEL.(Q), pEC(Q, gEC(Q)} Sec), 
min px) = po >0, g(x) >0, o (x) >0 et ou bien q(x) 0, 
ou bien © (x) =£0. Considérons sur A1 (Q) la fonctionnelle 


E:()= | plgradvPdz+ | q'dz+ | op? as — 
Q Q r 
—2 | fvdr—2 | pev dS. 
Q r 


Montrer que u (x) minimisant cette fonctionnelle est la solution géné- 
ralisée du problème (4), III (I]). 


Indication. Voir exercice 4.117. 
19.19. Soit fe L, (0), pEC(Q), minp (x) = po > 0 et soit 
E, @)= \ (pIgrad vf + qu?) dr —2 | judz 
Q Q 


une fonctionnelle sur le sous-espace À? (Q) (voir exercices 4.118 à 


4.120) de H1 (Q). Montrer qu’une fonction u € H1 (Q) rendant cette 
fonctionnelle minimale est la solution généralisée du problème (4), II. 
19.20. Trouver une fonction v, minimisant la fonctionnelle 


| @-+o9 442 [vas 


0 0 


dans la classe H1 (O, 1). 
19.21. Démontrer que pour tous les v € HT (0, 1) on a l'inégalité 


1 
| (v'2+ 2zv) dz+v2(0)+v(1)>—5. 
0 


Dire si l’égalité a lieu pour l’une quelconque de ces fonctions. 
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19.22. Démontrer que pour toutes les fonctions v € C! [0, 11}, 
v(ij)=0ona 
1 1 
| vIt< _ + Oo ou +7 | v'? dx. 
0 


0 


Trouver une fonction appartenant à cette classe qui réalise l'égalité. 
19.23. Trouver 


inf { | {(grad v)?+ 2 sin x, sin zev] dr }, 
ÆHi(Q) Q 


où Q—{0<1, r <a}. 
19.24. Trouver 
inf { ( I@gradw?+2[zPvldr}, 
EHilxl<1) 1xi<i 
OÙ T—(Ti, Lo). 
19.25. Trouver 


inf | grad v |? dx, 
ÆHUIxI<1) Lies 


où z—(z,2), æ=|z|cosp, z=|z|sinp, vlixies = PT —) X 
X (27 —@). 
19.26. Trouver inf | |grad v[? dx sur l’ensemble des fonctions 
[x 1<1 
ve H! (z1<1), z=(z,, 22), zi=|z|cosp, x. —|z|sin y, telles que 
Uliæeli=@n —1<p<A. 

19. 27. Soit ÿ (y) une fonction donnée sur la circonférence | z | = 
= {,7, = cos p, z, = sin y. Peut-elle constituer la valeur frontière 
d'une fonction de A1 ([z | << 1) si 

a) Y(P) —sgp, —1< pK 7; 


b) ÿ (g) = ? 2-" cos?" y; 
à F= D 


19.28. Etant donné un carré Q ({0< zx, x; << 1}), démontrer 
que pour toute f E H!'(Q)ona CRÉREE 


fPdr<—— _—. | grad j (? dx, 
jra<sr | 
Q 


et établir que la valeur de la constante y figurant est exacte. 
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19.29. Soit Q le cube {0 << x,, x:, z3 << 1}. Démontrer que toute 
fonction f E H1(Q) vérifie l'inégalité 


e 1 
Le 35 || grad f |1£2. 
19.30. Soit Q la couronne {1 <|z|<2}. Trouver 


inf { À I@radñ+äériart | pas}, 2=(, 29. 


f|]x1=1=0 1<Ix1<2 | x |—=2 


19.31. Etant donné Q, le carré {0 << x, x, << n}, chercher la fonc- 
tion minimisant la fonctionnelle 


EL 
in£ | (grad u)?+ 4 sin x, sin zou] dx + 2 | sin zu (T1, 1) ds } 
uEH 
Q Û 
dans la classe des fonctions 
UE H1(Q), ule=o=ulx0 =U fx=7 = 0. 
19.32. Soit Q le cercle {[r| 1}, z=(z1, Ze). Démontrer que 
toute fonction u € H1(Q) vérifie ons 
ul, < I grad u IE. 
19.33. Démontrer que pour toutes les fonctions u€C'(0<x4, 
ZeL 1) satisfaisant aux conditions aux limites 


u (x, 0 —=Uu [x, = 0 — 0, U [x 1 =, U [es 1 = Li) 
On a 
| 


| (grad ujPdr>—. 
0 
Est-ce qu’on aura le signe d'égalité pour certains u? 
e 
19.34. Démontrer que toutes les fonctions u E C{(|xz | << 1), 
z = (x,, 2.) vérifient l'inégalité 
2 TiTou (x) dr + | (grad u)? dx. 
Iæl< 1 IxI|<1 
19.35. Toutes les fonctions u € C1([z [<< 1), x=(x1, ze, 4) 
vérifient l'inégalité 
[grad u}?+u] de > 
Ix1<1 


Démontrer. Est-ce que le signe d'égalité peut avoir lieu pour l'une 
quelconque des fonctions décrites? 
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19.36. Montrer que pour toutes les fonctions v E C‘(Iz |<1), 
2%), = |z |cosp, 2x, —]|zxz|sinp satisfaisant à la condition 
Uxy=1 — Sin , on a l'inégalité suivante: 


2|z{?v+[(grad v}°] dr > T1. 
Ixi<1 
L'inégalité peut-elle devenir égalité pour l'une quelconque des fonc- 
tions décrites? 


19.37. Démontrer que pour toutes les fonctions u € C1 (0 < zx, 
Los La LÀ), TZ = (x, Ze, Ts) Vérifiant les conditions aux limites 


U xy=0 = Zelgs U |x2=0 = Lily, Uk) — LiTos 
Ulx1=To+ls+ lots, Ulx-1=Ti+ rs + Tir, 
Ufx,=1 = Ti + Te + Lite, 
est valable l'inégalité 
| grad ufPdr >. 
OKX1, Las Lai 


Est-ce qu'on peut avoir le signe d'égalité pour l’une quelconque des 
fonctions décrites? 

19.38. Toutes les fonctions v € C1(|zx | < 1) telles que v 411 — 
= cos 6 vérifient l'inégalité 


| [2v + (grad v)?] dx > 
Ix|<1 


56% 
45 ° 


Démontrer. 
Indication. Utiliser la formule 
1 1 
2 — 2 — 2 me CAT 
(grad UV)" — (v) + r2 (vo) +3 sinô (Co) ’ 
où r, æ, 0 sont les coordonnées sphériques: 
z, = r sin 6 sin @, z, = r sin 6 cos @, x; = r cos 6. 
Le signe d'égalité aura-t-il lieu pour l’une quelconque des fonc- 


tions décrites? 
19.39. Soit Q le carré {0 << x, ze << 1}. Démontrer que toute 


fonction v € H! (Q) telle que 
| sin az, Sin nrov (x) dr = 0, 
Q 

vérifie 


pA 
IE re | grad ||. 
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19.40. Soit Q le cube {0 << x,, ze, ta << 1}. Démontrer que toute 
fonction v € H (Q) telle que 
| sin a7, Sin n2, sin nt; v (x) dr = 0, 


Q 
satisfait à 


2 1 2 
lol <a llgrad v IE. 
19.41. Soit Q le cube {0  x,, x., z3 << n}. Trouver parmi les 
fonctions u € H1(Q) prenant les valeurs frontières, 
uU [ge 0 = U |x=0 — U | x9=20 — U x = U lou 1 — 0, 
celle qui minimise la fonctionnelle 
I I 
E (u) = | (grad u)° dx + | | Sin Zi Sin Teu (Ti, Te, N)dridire. 
Q 0 0 
19.42. Soit Q la couche sphérique {1 << |r [| L2}, x — 
= (x,, Ze, Te). De toutes les fonctions u € H1(Q) prenant les valeurs 
frontières u |x]-j2 = 0 trouver celle qui rend minimale la fonctionnelle 


E (u) = | [(grad u)?+ 2u] dx + | u° dS. 
Q Lx 1=1 
Réponses 


19.20. —1+ ve oh(z—<). 


19.21. Oui, pour ER 


—7° ÉLé 
5" 19.24. TG * 


oo 
19.25. 1447 dk-5. 19.26. 167 Ÿ) k-3. 
1 


19.22. — 1249 (r+41). 19.23. 


1 
19.27. a) oui, b) non, c) oui. 


TI 


19.31. —sin x, sin z>— 
19.33. Non. 19.35. Oui. 
19.36. Oui, pour p sin + eg 
19.37. Oui, pour rixzo + r1T73 + rota. 


sin z4 Sh z 
ch x 


— 1 


19.38. oui pue r cos 0 +7 — 

19.41, CD sin zo sh 2 za). 
V£chn { A 7” 3) 
5 17 

19.42. G TI: 18 . 


CHAPITRE VI 


PROBLÈME MIXTE 


$ 20. Méthode de séparation des variables 


1. Equations du type hyperbolique. Exposons succinctement l’idée de la 
méthode de Fourier (ou de séparation des variables) sur l’exemple d’une corde 
vibrante fixée à ses extrémités. Le problème se ramène à résoudre l'équation 


u du 
ot2 0 FE (1) 
avec les conditions initiales 
ou 
Blot) | 04 (© (2) 
et les conditions aux limites 
u | mg = 0 D|,.. = 0 (3) 


Cherchons d’abord les solutions particulières de (1) non identiquement 
poulles et vérifiant les conditions (3) sous la forme 


u(rn = X(:)T() (4) 
Portons (4) dans (1), il vient 

T" (4) + aAT (t) = 0, (5) 

X"(z)+ AX (x) = 0, (6) 


où À = const: de plus, pour obtenir les solutions non triviales du type (4) 
il faut trouver des solutions non triviales vérifiant les conditions 


X(0)=0, X()= 0. (7) 
Nous sommes donc ramenés au problème de Sturm-Liouville (6)-(7) (voir p. 168). 
Aux valeurs propres de ce problème définies par les nombres 
nk \2 
M=(T) ta 


(et pur ces nombres seulement) correspondent les fonctions propres (normées) 


X1 (x) = À sin = . 
L'’équation (5) admettant pour À=À, la solution générale 
Tr ()= ap cos SE + by sin re , 
la fonction 
up (x, = Xr (2) Ta (= (or cos ee +0, sin re ) sin dE: 


$ 20] METHODE DE SEPARATION DES VARIABLES 225 


satisfait à l'équation (1) et aux conditions aux limites (3) quels que soient a, 
et Dz. 
a solution de (1) vérifiant les conditions (2) et (3) est cherchée sous forme 
de la série 


k . 
u(r, t)= > (ox COS = + b, sin = 
R=1 


2 ] sin = . (S) 


Si cette série est uniformément convergente et s'il est possible de la dériver deux 
fois terme à terme, sa somme vérifie l'équation (1) et les conditions aux limi- 
tes (3). 

Définissant les constantes &, et b, de façon que la somme de la série (8) 
vérifie également les conditions initiales (2), nous aboutissons aux égalités 


up (x) = > ap Sin = , (9) 
Rk=1 


k . 
U! = Ÿ ba sin = : (10) 


ki 


les formules (9)-(10) donnent le développement des fonctions u, (x) et u, (x) en 
série de Fourier en sinus dans l'intervalle (0, 1). Les coefficients de ces dévelop- 
pements se calculent d'après les formules connues 


l 
2 .. knz 
MT | Up (x) sin 1 dx, 
0 


l 
by — 2 | ui (x) sin = dx. 
) 


Dans les problèmes 20.1 et 20.2 on demande de trouver par la méthode de 
Fourier les vibrations d'une corde en l'absence de forces extérieures. 


20.1. Résoudre le problème des vibrations d’une corde0 <r< 1 
aux extrémités fixées si les vitesses initiales de ses points sont nulles 
et que l'écart initial w, ait la forme: 


1) de la sinusoïde w, (x) = À sin = (n entier); 


2) de la parabole d’axe de symétrie la droite = _. et de sommet 
le point M (r h): 

3) de la ligne brisée O0AB avec © (0,0), À (c, h), B (I, 0), 0 < 
< c< I. Considérer le cas c = ZT: 

20.2. Résoudre le problème des vibrations d'une corde 0 < rx << / 
15—01026 
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aux extrémités fixées si elle était primitivement au repos (u, — 0) 
et si la vitesse initiale w, est donnée par 
1. ui(x)=v=const, xE[0, I]. 


Vo, Si zE[x, B], . 
2. u, e)={ 0. i zéla, 1, °Ÿ 0OLa<p<l. 


A cos TE) si TC[To—&, zo +], 

3. Us (x) = èa 

0, si tÉ[ro—@, to +], 
où 0OLrm—-a<r+arl. 

L'équation (1) décrit les vibrations longitudinales libres d'une barre. Dans 
les problèmes 20.3 et 20.4 on demande de trouver les vibrations longitudinales 
d'une barre par la méthode de séparation des variables. 

20.3. Résoudre le problème des vibrations longitudinales d'une 
barre homogène avec des données initiales quelconques si 

1) une extrémité (z= 0) de la barre est fixée rigidement et l'autre 
(z = 0) libre; 

2) les deux extrémités sont libres; 

3) une extrémité (x = 0) est fixée élastiquement, l’autre (x = L) 
étant libre. 

20.4. Trouver les vibrations longitudinales d’une barre si l’une 
de ses extrémités (x — 0) est fixée rigidement et l’autre (x — [) est 
soumise à une force P (la force cesse d’agir à l'instant t = O0). 

20.5. Calculer l’intensité du courant alternatif à (x, {) dans un 
conducteur de longueur { s’il n’y a pas de perte de courant et si on 
peut négliger la résistance ohmique. Le courant initial (pour t = Ü) 
est supposé nul et la tension de départ est définie par 
At 
"I ° 
L'extrémité gauche (x — 0) du conducteur est isolée et l'extrémité 
droite (x = !) mise à la terre. 

Le problème des vibrations forcées d’une corde homogène 0 < x <1 


fixée rigidement aux deux extrémités et sollicitée par une force extérieure de 
densité p se ramène à la résolution de l'équation 


U|r=0 = Eosin 


o°u du 
ir = TE (z, t) (11) 
(g = 2, où p est la densité linéique de la corde) dans les conditions aux limi- 


tes (3) et les conditions initiales (2). 

On cherche la solution du problème (11) avec les conditions (2), (3) sous 
forme de la somme 

u = v + w, 
où v est une solution de l'équation non homogène (11) vérifiant les conditions 
aux limites (3) et les conditions initiales nulles 
dv 
v|1_0 = 0, "ot 0 © 
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w étant solution de l'équation homogène (1) satisfaisant aux conditions aux limi- 
tes (3) et aux conditions initiales (2). 

La solution v représente les vibrations forcées d'une corde (dues à une force 
extérieure en l'absence de perturbations initiales) et la solution w les vibrations 
libres (engendrées par les perturbations initiales). 

La fonction v est recherchée sous forme de la série 


v(x, t)—= D Ty (t) sin PE (12) 


Rk=1 


suivant les fonctions propres du problème (6)-(7). 
Portons (12) dans (11), il vient 


D) [ri w+ (2) ra (0 ]sin TE 
R=! 


Développons la fonction g (x, t) dans l'intervalle (0, Z) en série de Fourier en 
sinus : 


8 (x, t). (13) 


œ 
.. k 
£ Ce 0-2 En (0 sin +, (14) 
=1 
et comparons (13) et (14). Nous obtenons les équations différentielles 
k 2 
Ti + (TE) Ta (9 = en (0, (45) 
avec 
2 .… k 
muet fetnsin ÈS 12... 
0 
En résolvant ces équations pour les conditions initiales nulles 
T (0)=0, T,(0)=0 (k—=1,2,...), (16) 


nous trouvons 7, (1) et v à l’aide de la formule (12). Remarquons que la solution 
Ty (t) des équations (15) sous les conditions (16) peut se mettre sous la forme 


t u 


Ta = [] g 6, 9 sin À (+) sin ÈE ] dr. (17) 


La solution du problème (11), (2), (3) s'obtient comme 


CO | La | © 
u(z, t) = > Th (t) sin — + D (ar cos 
k=1 k=- 1 


avec 7} (1) définies par la formule (17) et les coefficients a}, b, par 


res + b, sin Fes } sin FE , 


= 


knz 
l 


2 
GT Up (x) sin dx, 


kiz 
l 


LU, (x) sin dr. 


© 
| 
x 
ali 
à 
Oz — 


15% 
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20.6. Appliquer la méthode de séparation des variables aux pro- 
blèmes mixtes suivants: 

1 ur =u,s + 2b (b = const, 0O<rz<D, ul. = 0, 
Uler = O0, uso = uso = 0. 

2. Ur = Uzx + CoSt (0OLrz<a), ule=o = ulx=x = 0, 
ut-o = urli=o = 0. 

20.7. Résoudre le problème des vibrations d'une corde homogène 
(0 < x << D) fixée aux extrémités sous l’action d’une force extérieure 
répartie de façon continue avec la densité p (x, t) — Ap sin wtf, 


@ £ TE (k — 1, 2, ...). Les conditions initiales sont nulles. 


20.8. Résoudre le problème des vibrations longitudinales d'une 
barre suspendue par l'extrémité zx = 0 (l’extrémité x = L est libre) 
produites par la force de pesanteur. 


Le problème des vibrations forcées d’une corde limitée sollicitée par une 
force extérieure et dont les extrémités se meuvent selon une certaine loi se ramè- 
ne à la résolution de l'équation (11) avec les conditions aux limites du type 


u|x=o = Mt), ulz=i = Lo (+) (18) 
et les conditions initiales (2). 
On recherche la solution du problème (11), (2), (18) sous la forme 
u = D + w, 
où 


w0 = pa (6) +7 (2 (9) — pa (0) 


est une fonction vérifiant les conditions aux limites données (18). 

La fonction v (x, t) satisfait alors aux conditions aux limites nulles 
V|x=0 = V|x=, = 0, à l'équation we — av, = g,, où gx, 1) = g (x, t) — 
— (wi — dw,.), et aux conditions initiales suivantes: 


Ule=o = Uo (7) — wo  Vilt=0 = Ua (x) — w|1=0. (19) 


Nous sommes ainsi conduits à un problème du type:(11), (2), (3) pour la fonc- 
tion v. 

Remarque. On réussit parfois à obtenir une fonction v satisfaisant à l'équa- 
tion non homogène (11) et aux conditions aux limites données (18). On recherche 
alors la solution du problème (11), (2), (18) sous la forme u = v + w et on cons- 
tate que w vérifie l'équation homogène (1), les conditions aux limites nulles et 
les conditions initiales (19). 


20.9. Résoudre les problèmes mixtes suivants: 
1. Uxe —= Utts 0 LIL L'; U |x=0 = 0, u le =t; u [1-0 = U! [1=0 = 


2. Uxx = Utt, 0<r<i ; ul._o—=t+1, u | = #42; u |1—0 = 
du 

=T + 1 , F3 10 — 0. 

20.10. Résoudre le problème des vibrations transversales forcées 

d’une corde fixée à une extrémité (x = 0) et soumise à l’autre (rx = L) 

à une force perturbatrice provoquant un déplacement égal à À sin ot, 
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où © EE 
les vitesses sont nuls. 

20.11. Soit une barre dont la longueur est Z et l'extrémité x = 0 
fixée rigidement. A l'instant £{ — 0 une force Q = const dirigée le 
long de la barre est appliquée à son extrémité libre. Trouver le dé- 
placement u (x, t) de la pièce. 

20.12. Résoudre le problème des vibrations longitudinales d'une 
barre cylindrique homogène dont une extrémité est encastrée et 
l’autre sollicitée par une force Q = À sin wf dirigée suivant l’axe de 


la barre CEE, — 0, 1, 2, ...) 


20.13. Résoudre le problème des vibrations libres d’une corde 
homogène de longueur / fixée aux extrémités dans un milieu opposant 
une résistance proportionnelle à la première puissance de la vitesse. 
Les conditions initiales sont nulles. 

20.14. Résoudre les problèmes mixtes suivants: 

| À. uyy= uses — Qu (0<Lrz<A); uls=o=ulx-1 =0; uli-0 = — 7, 
Us |t=0 = V. 

2. y +2u;=usx—u(0O<r<n); ulso=ufz-nx=0; ul = 
= TT — z?, Ut Jr=0 = (. 

3. Uye Au = Usx — U(0OLT<N); Uxfz=0=0, Ulxer—=0; 
uli=o—=0, u;|1-0 = x. 

4. Ut Ut = Uxx (0LT< 1) ; u|x=0 =t, U [x = 0 ; u |s0 = 0, 
Uy |r=0 = 1—z. 

5. Ut=Uzx +U(0<Lr<2); ulso=2t, ulsm2=0; ulko— 
= Ut 1-0 = V. 

6. Uy=uxxtu(0O<r<l); uf-o=0, ulm=t; Ulo = 0, 
Uy |1=0 = +. 

20.15. Résoudre les problèmes mixtes suivants: 

À. Uy=uxx+rz(0O<r<n),; ufmo=ul:r-x=0; ul=0—=sin 27, 
Ui [re = 0. 

* Uyytui=usx +1(0<r<1);, uls-o=ufs.1 =0; ul-0— 
= Ur} |1=0 = V. 

20.16. Résoudre les problèmes mixtes suivants: 

A. ui —uxx + 2u, = 4x + 8e* cos x (0o<rz<+) 5 Uxlx=0 = 24, 

u ln =tt ; Ulr=o=Ccosz, u,l1-0 = 2x. 


(4 = 1, 2, ...). A l'instant { = 0 les déplacements et 


2. Ut — Uxx —2uy = 4t(sinrz — x) (o<z<+) 5 Ulx=0 = 3, 
Ux| a =t+t, ul=o—=3, ul=o—=xz+sinz. 
TZ 


3. ui — Bu = usstu— x (4+t)+ cos Æ (0< 7 <a); Ux x—0 = 
=t+1, uhs=n(t+ 1); ulo= uw ro =2z. 
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4. Ugg — 1 = Uxx + 2ux —2t— Tr —e sin 3r (0Lr< nr); u|:-0, 
uen = ; Ur-o =0, u, 10 = &. 


9. Uyr + 2us = Uxx + Su + 2x (1 — At) + cos 3x (0o<r<+) : 
Ux |x=0 = t, u| x =+ ; u [1-0 = 0, U [10 = 2x. 

6. uy=uxx+4u+2sin r (0<Lr<n); uxlz-o=Uuxl:x=1n=0 ; 
u 10 = U:} |1=0 = (0. 

7. Uyg = Usx + 10u + 2 sin 2x cos x (0O<z< +); u |x=0 = 


=Ux| _ x =0; U |1=0 = U:, (1-0 = 0. 


2 
8. Us — JU =Uxx + 2ux — 3x — 21 (0<rz<r); u |x-0—0, U |x=x = 
= nt; ul-0—e-*sinxz, u|1-0—=t. 


Dans les problèmes 20.17 à 20.20 il convient d'appliquer la méthode de 
séparation des variables à l'étude des membranes vibrantes. Le problème des 
vibrations d'une membrane homogène se ramène à la résolution de l'équation 


us = a° Au + f 


avec les conditions aux limites et initiales déterminées (voir pp. 12-14). 

En particulier, le problème des vibrations libres d'une membrane rectangu- 
laire (0 << z << p, O0 << y < 9) fixée en tous points de son contour se réduit à la 
résolution de l'équation des ondes 


d'u 42 ( d°u du 
ot — Ôx° 0y® 


avec les conditions aux limites 
ulx=o = Ulx=p = uly=o = uly=g = 0 
et les conditions initiales 


ou 
u = 0 = Ug (x, y), ET 


=us4 (x, y). 
10 1 (2, ÿ) 


20.17. Résoudre le problème des vibrations libres d'une membrane 
carrée (0 zx << p, 0 < y << p) fixée en tous points de son contour 
si 

Ty ou 


._ NAT …. 
u|=0 = À sin —-sin—", TT 


20.18. Résoudre le problème mixte suivant: 
Un = Au (0<r<n, 0<y<n), 
u |x=0 = U xs —=u ly=0 = U lux — 0, 


t=0 


u|=0—=3sinxsin2y, u|1-0—=5 sin 3x sin 4y. 


20.19. Résoudre le problème des vibrations libres d’une membra- 
ne rectangulaire (0 x << p, 0 << y << q) fixée sur son contour si 


Ô 
ulr=o = Azy (z—p)(y—0), 5], =0. 
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Le problème des vibrations libres d’une membrane circulaire de rayon À 
fixée en tous points de son contour se ramène à la résolution de l'équation 


4 d'u d'u 4 au 4 d'u 


RE 0 Fr dr TT Op (20) 
pour la condition aux limites 
u lr=r — 0 (21) 
et les conditions initiales 
ôu 
u lo = U0!(r, q), — u = uy (r, Q). (22) 
Utilisons la méthode de séparation des variables et posons 
un pti)=T(t)ulr, p). (25) 
La substitution de (23) dans (20) fournit l’équation pour T (t): 
T" (t) + aA2T (1) = 0 (24) 


et le problème aux limites pour v (r, ): 
20 = 0. (25) 


En vertu de la signification physique du problème »v (r, @) est une fonction 2r- 
périodique de œ, i.e. 


v(r, q)= vtr, p+ 21), (26) 
et bornée au centre du cercle, i.e. 
| UÎr=o | < 0. (27) 
De plus, la condition (21) entraîne 
V\rmp = 0. (28) 


Appliquons la méthode de séparation des variables au problème (25)- ( 
Posons 


t9 


8). 


v (r, p) = © (p)Z (r) (29) 
et trouvons moyennant (25) que 
D" () + v2® (p) = 0, (30) 
Z” (++ Z' (r)+ (7) Z (r}=0; (31) 
en vertu des conditions (27) et (28), on doit avoir en outre 
Z(R)= 0, (32) 
| Z (0) < oo. (33) 
Compte tenu de (30) et (26) on obtient (v = nr entier): 
®, (p) = À, cos ng + B, sin nœ. (34) 


Par la substitution kr = x (Z (r) = y (x)) l'équation (31) se ramène à l'équation 
de Bessel 

22y" + zy + (2 — v)y = 0, 
dont la solution générale a la forme 

Yv (x) = Cid v (x) + C2Ys (x), 


232 PROBLÈME MIXTE (CH. VI 


J, (x) et Y, (x) étant des fonctions de Bessel d'ordre v respectivement de pre- 
mière et de deuxième espèce. 

Les fonctions J, (r) jouissent des propriétés suivantes: 

1) les racines de l'équation 


Jy (4) = 0 (35) 
sont réelles et simples pour v > —1 (sauf peut-être la racine u — 0); elles sont 


symétriquement réparties sur l'axe des u par rapport au point u = 0 et ne possè- 
dent pas de points limites à distance finie. 


R 
2) fa, (HE), ( — ) = 
0 


U, IF je 
E 


2 2 36 
— (J, = Je, (U4)s l= js 


où u, et uy sont deux racines positives distinctes de l'équation (35). 

3) Sous certaines conditions (voir [3] p. 359) la fonction f (x) est dévelop- 
pable en série de Fourier régulièrement convergente suivant le système de fonc- 
tions AL (k = 1, 2, ...), où I, Me, . .. sont les racines positives de 
l'équation (35). 

Reprenons l'équation (31). Sa solution générale s'écrit pour v = n: 

Zn (r) = Cndn Àr) + DhYn (Ar). 
Comme J, (x) est borné et Y,, (r) non borné au voisinage du point x = 0, en 
vertu de (33) D, = 0, c'est-à-dire 


Zn () = Crln (ar). (37) 
On obtient à partir de la condition (32) 
Ja (AR) = (0. 
En posant 
AR = L, (38) 
on retrouve l'équation (35); soient ui, u(, ... ses racines positives, i.e. 
JL (W%)=0 (m—1,2,...). (39) 
On constate alors à l'aide de (37}-(39) que les fonctions 
nor 
Znm (= Jn (E—) (40) 


sont solutions du problème (31)-(33). 
En vertu de (23), (24), (29), (38), (40), les fonctions 


au ()+ au(n)t 
Unm (Tr, Ps t)= | (A4nm cos a + Bnm Sin s ) Jeosng+ 


(n) (n) (n) 
a FA au ’i r 
+ (Cam cos _ + Dm Sin — R sin ny | Jh =: | (41) 


sont des solutions particulières de l'équation (20) et satisfont à la condition 
aux limites (21). 
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On recherche la solution du problème (20)-(22) sous forme de la série 
formelle 


u(r, Q, t)= > D Unm (rs Pt) 


n=0 m=1 


aveC unm définies par les formules (41). 
Le problème se réduit au développement de certaines fonctions ®, (r} 
en série suivant Île système de fonctions 
(n) 
Ur 
Ja ( R } (m—1, 2, ...). 
Selon (36), les coefficients &, du développement 


r,, (n) 
nr 
sn= D am7n (—) 


m= 1 


sont définis par 
(n) 


R 
r 
Am 7% | rg (r) In (> ) dr. 
0 


RJ 441 (UE?) 


20.20. Résoudre le problème des variations libres d’une membrane 
circulaire homogène de rayon R fixée sur son contour si 
1. la déformation initiale est définie par l'égalité uli-o = 
r 
= AJ, (+), où u, est une racine positive de J,(u) = 0; la 
vitesse initiale est nulle: 


2. la déformation et la vitesse de départ dépendent de r seul: 
u 10 = f (r), Uilr=0 = F (r); 


3. la déformation initiale a la forme d'un paraboloïde de révo- 
lution et la vitesse initiale est nulle. 
20.21. Résoudre le problème mixte 


Ut = Uxx + us + j (8) Jo (UxT), 


où u4 est une racine positive de l'équation J, (u) = 0,0<zr<1, 


U |xsi = U [1-0 = U+ |=0 = 0, |u |x=0 < ©, 


si 

4. f(t) = & + 1. 2. f (t) = sin t + cost. 

20.22. Résoudre le problème mixte 

Ut = Uxe + + ux, 0<z<1, 

[ule=ol oo, ufs=1=g(t), uli-o=u(z), wl=o=w(z), 

si 
— si 1/12 — 
1. g(t)=sint, w(z)=- [1 7 |" m()=0, 
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Jo (2 
g(f)=cos2t, w(x) = TT - us (2) =0, 
3. g(t) =t—1, u, (x) = J, (x) — 1, où u, est une racine 
positive de l'équation J,(u) = 0, u, (x) = 1. 
20.23. Trouver la solution du problème mixte 


ur + f (0) = uxx+ Lux, O<zr<i, 


[ulk=o| oo, ul=s=£g(t), ul-o=u(xr), ulr-o=u (x), 
Si 


Jo (2x) 
1. f(t)= cost, Uo (= 1: uy (x) = 0. 


. J 
2. f()=sin3, g(=u(r)=1, “be RE | 


J 
8. f(D=—2cos2t, g(t)=w(x)=0, w(r) = FR —1]+ 
+ Ja(luz), où pu, est une racine positive de l'équation J, (u) = 
20.24. Résoudre le problème mixte 


us + ue ui +u, 0O<z<i, 
[ulx=ol oo, ul.=,= cos 2t+ sin 3t, 


u | Jo(z V3) u | _30(2:V2 
0 np D' TU TLEYD : 


20.25. Résoudre le problème des vibrations d’une membrane cir- 
culaire homogène de rayon R fixée sur son contour si ces vibrations 
sont provoquées par une pression p—=p, sin œt uniformément ré- 
partie sur l’une des faces de la membrane. _On suppose que la résistan- 
ce du milieu est nulle et que w Æ&= +, où un (2 —=1, 2, ...) 
sont les racines positives de l’équation I o (u) = 0 (absence de ré- 
sonance). 

20.26. Résoudre le problème mixte 


| u 
Ut = Uxx Fr — Ux——T ; 0<zr<1i, 


| U |x=0 | << O0, U |x=1 =0, u |t--0 = Wo (x), Ut [t=0 = U4 (x), 
si 
1. uo (2) = Ji (ut) + Ji (Um), Ua (x) = 
2. Up (x) = Ji (uxz), uw (x) = Ji (Um); Un e Hm étant deux 
racines positives distinctes de |’ équation J\ (u) = 
20.27. Résoudre le problème mixte 


1 u 
Uti = Uxx + Ux— x +e'T, (UrT), 
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où u, est une racine positive de l'équation J, (u) = 0,0<zxr<1, 
[ux=o|< 00, U |x=1 =U|-0 =; 10 = 0. 


20.28. Résoudre le problème mixte 
Ut = Uxx+ + Ux — + , 0<zr<1, 


[ux=ol oo, ul.=;=sin2tcost, ul:-0=0, 
__IJi(z) , 3 Ji(3x) 


MT Gt T0: 
20.29. Résoudre le problème mixte 
Ut = Us + ux— À, 0O<z<1, 


TZ 


[ulx=ol oo, ue =0, uli=o=w(x), wlr=o =: (x) 
si 

1. bo (a) = us (x) = J'2 (ua). 3 

2. Ur) = Jefur), W(x) = Je (la). 


Ici m4, est une racine positive de l'équation J, (u) = 0. 
20.30. Résoudre le problème mixte 


1 
Utt= Uxx + — Us + j (8) Jaime), 0<r<1, 
avec L, une racine positive de l'équation J,(u) =0, 
[ulx=0| << co, ulx=1 =u 1-0 = W 1-0 = 0, 
Si 
4. f(t)=t. 2. f(t)=cost. 
20.31. Résoudre le problème mixte 
Qu 


1 
Wie Us Ur 


, 0<zr<i, 
| u [x=0 | < oO, u Lx 1 — 0, Ut 10 — J3 (lux), 
où pu, est une racine positive de 


J,(b)=0, ulo=w (2) 
si 
1. w(r)=0. 2. w(r) =J3(lx). 
20.32. Résoudre le problème mixte 
es 
= Une ue +1 (0 Jim), 0<z<1, 
[ul=o| oo, ufr =uli=0 = 10 =0, 


avec L, une racine positive de l'équation J,(u) =0, si 
1. f(t)=et. 2. f(t)—=t—2. 
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20.33. Résoudre le problème mixte 
CUPPE Utte 0< zx< 7, 


ubmol<oo, uw _1=0, uleo=J (2u Va), 
[A 


où lu, est une racine positive de l'équation J,(u) = 0, urleo = 0. 

20.34. Un fil homogène pesant de longueur ! suspendu par une 
extrémité (z = l) est écarté de la position d'équilibre puis abandonné 
à lui-même sans vitesse initiale. Etudier les oscillations du fil sous 
l’effet de la force de pesanteur ; la résistance du milieu est supposée 
nulle. 

20.35. Un fil homogène pesant de longueur !, suspendu par son 
extrémité supérieure (x = /) à l’axe vertical, tourne autour de celui- 
ci avec une vitesse angulaire constante ©. Trouver l'écart u (x, t) 
du fil par rapport à la position d'équilibre. 

20.36. Résoudre le problème mixte 


Ut — (TUz)z, 0<z<1i. 
[u |xm0 | ©, Ux [xmi =0, U |t=0 = 0, Ug [to = Jour Vz), 


où u, est une racine positive de l'équation J, (u) = 0. 
20.37. Résoudre le problème mixte 


Uni = Tux trust f(t) Dm Vz), 0<z<1, 
| u |xmo | 00, U [xt = U |ten0 = U4 |t=0 = 0, 


où u, est une racine positive de J, (u) = 0, si: 
1. f()=t. 2. f(t) =sint. 
20.38. Résoudre le problème mixte 


Ut = Tuge us, 0O<z<i, 


[u lx=0 | < CO, U |xmsi = 0, u |1=0 = 0, Ut [tm0 = Jo (lux V x), 
uA, étant une racine positive de l'équation J, (u) = 0. 
20.39. Résoudre le problème mixte 
Ut = Tugx + Ux— O<z<i, 


Lu | | CO, U |xmi = 0, U |t0 = 0, Ut tm0 = J'3 (u V x), 
u, étant une racine positive de l’équation J, (u) = 0. 

2. Equations du type parabolique. a) Le problème de la propagation de la 
chaleur dans une mince barre homogène 0 << z < ! dont la surface latérale est 


thermiquement isolée ct les extrémités z — 0 et x — ! maintenues à 0° se ramène 
à la résolution de l’équation de la chaleur 


Uy = uss (1) 
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avec les conditions aux limites 


u |xe0 = 0, ul = 0 (2) 
et la condition initiale 
u lo = Uo (x). (3) 


Cherchons, par la méthode de séparation des variables, des solutions parti- 
culières de l'équation (1) sous la forme 


u(z, D = X (2)T (). (4) 

Portons u de (4) dans (1); il vient 
T° (t) + a T (1) = 0, (5) 
X° (z) + AX (x) = 0. (6) 


Pour obtenir des solutions non triviales de (1) de la forme (4) et telles que:les 
conditions aux limites (2) se trouvent satisfaites, il faut chercher des solutions 
non triviales de (6) vérifiant les conditions (2). 

Pour les valeurs de À égales (voir n° 4 $ 20) à 


= (+) m=1, 2, ..…), 


et pour ces valeurs seulement, il existe des solutions non triviales X, (x) du 
problème (6), (2) telles que 


Xh a=y ? sin —— | 


Aux valeurs À = À, correspondent les solutions suivantes de l'équation (5): 


nanas? 
{(—\t 
Tn(t)=ane (T) 
Les fonctions 


_(es)"t 
un(z.t)=Xn (x) Tn ({)=ane ( l ) qin Me 


vérifient alors l'équation (1) et les conditions aux limites (2) quel que soit a, 
constant. 

La solution de l'équation (1) satisfaisant à la condition (3) est cherchée sous 
forme de la série formelle 


_ ni (y anz 
u(xz, t)= D un (zx, t)= ÿ ane l sin T (7) 

n=1 n=1 

On trouve à partir de (7) et (3) 
. Jnz 
ug(z)= D) an Sin ——, 
« n= 1 
où 
en =<- | up (x) sin = dx. 


0 


b) Le problème relatif à la température d'une barre homogène de longueur ! 
dont la surface latérale est thermiquement isolée et les extrémités échangent 
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de la chaleur par convection avec les milieux à des températures constantes u: 
et u, respectivement, se ramène à la résolution de l'équation (1) avec la condi- 
tion initiale (3) et les conditions aux limites de la forme 


Ux |xe0 — H [u |x=0 — ui] = 0, (8) 
Ux lx= à + la [u [x 1 — Uo] — 0, 


h>0, hk: > 0. 
Si ki = h,; —0, les conditions (8) s’écrivent 


Uxxeo = Uxlxt = 0, (9) 


ce qui signifie l'isolement thermique des extrémités de la barre. 
Cherchons la solution du problème (1), (3), (8) sous la forme 


u(z, 1 =v(x)+wl(z, 1), 


où v (x) est solution de l'équation (1) (v” (x) — 0) satisfaisant aux conditions 
aux limites (8). L'équation v” (rx) — O0 a pour solution générale 


v (r) = Ciz + C2. (10) 


Déterminons C, et C, à partir des conditions (8). Nous avons 


Ra (uo — us) C 
Gti MT q1) 
La fonction w (x, t) vérifie l'équation (1), la condition initiale 
w lg = Ulie0 — vitro = uo (x) — v (x) = üo (x), (12) 
avec v (x) définie moyennant les formules (10)-(11), et les conditions aux limites 
homogènes 
(wx — hw),_0 = (wx + hw),_1 = 0. (13) 


En appliquant au problème (1), (12), (13) le procédé de séparation des variables 
nous trouvons 


—a?7a9t 


Un (x, t)= Ane Xn (x), 


2 
ne , Hn(n=1, 2, ...) sont les racines positives de 
1 kihol3 
ct ————— ( — , 
BE TGben VE p 
Xn(z)= _ cost 24h sin En. z. 
Alors | 


o - aAÿt 
w (x, t) = » Ane 
n=1i 


avec les cocfficients 4, obtenus à partir de la condition initiale (12) et compte 
tenu de l’orthogonalité sur [0, /] des fonctions X, (x): 


« 2 
où Ag = 


Xn (x), 


Uo (x) ( Le cos + z<+h: sin En) dr, 
| 


9 
LD, 12 = (Æ cos Fe 74h sin bn :) dz. 
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20.40. Soit une barre homogène mince 0 < x << ! dont la surface 
latérale est thermiquement isolée. Trouver la répartition de la tem- 
pérature u (x, t) dans la barre si: 

1. Les extrémités x —0 et x — ! sont maintenues à 0°, la tempéra- 
ture initiale étant ul:-o = u, (x). Considérer les cas: a) u, (x) — 
— À = const, b) uo(xz) = Az (l— zx), À = const. 

2. L’extrémité x = 0 est à la température zéro, l’extrémité x — 
échange de chaleur avec le milieu ambiant à 0° et la température 
initiale de la barre est uli-o = uo (x). 

3. Il y a aux deux extrémités (x = 0 et x — Î) échange de chaleur 
avec le milieu ambiant et la température initiale de la barre est 
uli-0 — Uo (x). 

4. Les extrémités x — O0 et x — L sont thermiquement isolées 
et la barre est au départ à une température uli-o = up == const. 

5. Les extrémités sont thermiquement isolées et la répartition 
initiale de la température est donnée par 


uy=—=const si 0<r<+, 
U |r=0 = l 
0 si 7 <I<l. 


Etudier le comportement de u (x, t) pour t —+ co. 
6. Les extrémités sont calorifuges et 


. l 
7 * SI 0<r<- 
MOG—r si +<r<l, 


où u, —= const. Trouver lim u (x, t). 


{— 00 

20.41. Résoudre les problèmes mixtes suivants: 

1. Ur —= Uxx, O<zr<i, Ux|x—0 = 0, U |x—1 = 0, u |1=0 =2?— 1. 

2. Uxx=utu, 0O<r<l, ulmo=ut=0, ul —1. 

3. U—=Uzx — 4u, O0 LI, uli=o = us = 0, ul=0—2r?— 1x. 

20.42. Soit une mince barre homogène 0 << x << L dont la surface 
latérale est thermiquement isolée. Trouver la répartition de la tem- 
pérature u (x, t) dans la barre si: 

1. Les extrémités sont maintenues à des températures constantes 
Ulx=0o = Uy, Ulx=: = U,, et la température initiale est ul — 
= uo — Const. Trouver lim u (x, t). 


{— 00 


2. La température uso = ul: = U, des extrémités est 
constante et la température initiale est donnée par 


ult=o = üo (x) = Az (1 — x), 


où À = const. Trouver lim u (x, t). 


{+00 
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3. L'extrémité gauche de la barre est thermiquement isolée et 
l'extrémité droite est à une température constante ul. = us; 


la température initiale vaut wl|:_0 = {x (À = const). 


4. L'extrémité gauche est maintenue à une température constan- 
te donnée ul:_o = u,, et l'extrémité droite reçoit de l'extérieur 
un flux de chaleur constant donné; la température initiale de la barre 
est uli=o = uo (x). 

20.43. Soit une mince barre homogène de longueur Z dont la sur- 
face latérale rayonne de la chaleur dans le milieu ambiant à tempé- 
rature zéro ; l'extrémité gauche de la barre est maintenue à une tem- 
pérature constante u|:-0o — u,. Déterminer la température uw (x, t) 
de la barre si: 

1. L'extrémité droite z = ! est maintenue à une température 
u|x- = u, —= Const et la température initiale est uso = wo (x). 

2. L'extrémité droite est en communication thermique avec le 
milieu ambiant à 0°; la température initiale est nulle. 


S'agissant du problème de propagation de la chaleur dans une barre dont 
les extrémités sont maintenues à des températures données dépendant générale- 
ment de t, les conditions aux limites s’écrivent 


ulxo = Gt), ul = s (+). (8a) 
Dans ce cas, on recherche la solution du problème (1), (3), (8a) sous la forme 


u = v+ uw, la fonction w étant définie par w = @& (t) + (a (£) — a (t)). 


20.44. Déterminer la répartition de la température dans une barre 
0 < x < I de surface latérale thermiquement isolée si son extrémité 
droite est maintenue à la température zéro et son extrémité gauche 
à ulk-o = At, où À = const. La température initiale de la barre 
cest égale à zéro. 

20.45. Résoudre les problèmes mixtes suivants: 

1. Ur = Uzxzx, 0<zr<li, Uz [xus0 = 1, u |x=1 = 0, u |1=0 = 0. 


LJ LL 4 
2. U=uxx t+u+2sin2rsinr, 0<rz<— Ua [emo =U| x = 
— ——— 
2 


= u |1-0 = 0. 

3. Uy—=Uxx — 2usx x +21, OLT<LAÂ,u|xm) = U rm =, U |te0 = 
— e* sin 1x. 

4. Uÿ—=Uxxtu—zxz+2sin2rcosx, 0<r<—., U [0 = 0, 


ux | —=1, ulo=7x. 


IT 
x=-— 
5. U= Us + Au +22 — tt — Art +2 cos x, 0Lr<n, uxlx=0 =0, 
Ux Len = 27, u |-0 = 0. 

6. u—u;x+2u,—u—e"sinz—t, O<Lr<n, umo =1+t, 
Ule=n=1+t, ulr=o=1+e*sin2r. 
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20.46. Résoudre les problèmes mixtes suivants : 

À. u;—usx—u—2t(2—t)+2cost, 0O<Lr<n, uxlk-o = À, 
Us xx == L°, U PAT — COS 2z. 

2. uy—uxx— Qu = 4sin?t cos 3x — 91° — 2, 0OLr< a, uxf:=0 = 0, 
Ux xx =27n, u [1-0 = 2° + 2. 


3. uy=uxx + Ou + 2t (1 — 31) — Gr + 2 cos r cos 2x, 0<r<+, 
Ux|x= 0 = 1, ul n=t+—, u [10 = x. 


4. uy=uxx + Ou + x (1—61)— 2 (+ 3x) +sin 2r, 0<r<i, 
Uxls=o = 1, Uxfs-n=2nt+1, ul-o=x. 

5. ui=Uxx + Auxtz—4t-- be % cos nxz, 0O<Lr<1, ul: =t, 
ulx-;=2t, ul, —=0. 


Le problème de propagation de la chaleur dans une boule homogène de 
rayon À et de centre à l'origine des coordonnées, lorsque la température en tout 
point ne dépend que de la distance séparant ce point du centre de la boule, se 
ramène à la résolution de l'équation de la chaleur 


ou su 2 du 
FR (= FT T) (14) 
avec la condition initiale 
u [fo = uo (r). (15) 


Si la surface de la boule échange de la chaleur avec le milieu ambiant de 
température zéro, la condition aux limites a la forme 


(ur + hu)|rèR = 0. (16) 
Posant » = ru, on obtient 

PeaT, (47) 

nee [et (ir) lee (18) 

UlrLo = ru (r). (19) 


Le problème (14)-(16) se ramène donc au problème (17)-(19) relatif à la 
propagation de la chaleur dans une barre dont une extrémité (r — 0) est à la 
température zéro, l'autre (r — R) étant le siège d'un échange thermique avec 
le milieu ambiant (voir exercice 20.43). 


20.47. Soit une boule homogène de rayon À? centrée à l’origine 
des coordonnées. Déterminer sa température intérieure si: 

_ 1. Le côté extérieur de la surface est maintenu à la température 
zéro et la température initiale n’est fonction que de la distance au 
centre de la boule, i.e. u|:.0 — uo (r). 

2. La surface de la boule est le siège d’un échange de chaleur par 
convection selon la loi de Newton avec le milieu à la température 
zéro et u|:-n — uo (r). 


1/o 16—01026 


242 PROBLÈME MIXTE (CH. VI 


3. Des échanges thermiques par convection s'effectuent entre 
la surface de la boule et le milieu de température uw, = const ; la tem- 
pérature initiale est ul:-o = up = const. 

4. À partir de l'instant £{ — 0, la surface de la boule est traversée 
de l'extérieur par un flux de chaleur constant de densité q = const, 
et la température initiale uso = ug — const. 

20.48. Soit une mince plaque carrée (0<r<{l, 0<y<1 
pour laquelle on connaît la répartition initiale de la température 
ult-0 = uUo (x. y). Les côtés x = 0, x — ! et les bases y = 0, 
y — l sont maintenus à la température zéro. Trouver la température 
d'un point de la plaque à l'instant t£ >> (0. 


La résolution des problèmes 20.48 à 20.52 nécessite l'emploi des fonctions 
de Bessel (voir p. 231). 

En particulier, le problème de la propagation radiale de la chaleur dans un 
cylindre circulaire infini de rayon R dont la surface latérale est à la température 
zéro se ramène à la résolution de l'équation 


Fe (ts) (20) 
avec la condition aux limites 
ulrur = 0 (21) 
et la condition initiale 
u | 10 = Uo (r)- (22) 


On trouve, à l'aide de la méthode de séparation des variables, que la solu- 
tion du problème (20)-(22) s'obtient sous la forme 


00 _y Un 
u(r, = » endo (7) « ( R ) , 


n=— i 


où pu, sont les racines positives de l'équation J, (u) = 0 et les coefficients a, 
sont définis à partir de la condition initiale (22). 


20.49. Soit un cylindre circulaire illimité de rayon R. Trouver 
la répartition de la température à son intérieur à l'instant t si: 

1. La température de la surface du cylindre est constante et éga- 
le à zéro, celle à son intérieur à l'instant initial étant uso — 
= AJ), où pu, est une racine positive de l'équation J', (un) —0. 

2. La surface est maintenue à une température constante wo 
et la température initiale à l’intérieur du cylindre est nulle. 

3. La surface rayonne de la chaleur dans le milieu ambiant à tem- 
pérature zéro, et la température initiale est uso = uo (r). 

20.50. Trouver la solution du problème mixte 


Le = Ua + ue u + f (+) Ji (az), 
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ux étant une racine positive de l'équation J, (up) = 0, 0 <x<1, 
[ulk-o|[ oo, ul; =0, uli=0=0, 
1. f (D) =sint. 2. f(t) = e”t. 
20.51. Trouver la solution du problème mixte 
= rs + ur to (kr), 
où u, est une racine positive de J, (u) =0,0<r<1, 
Qu lr=o | << CO, ur, = 0, u [1-0 = 0. 
20.52. Résoudre les problèmes mixtes suivants: 
1 
1. Ut Llüzx Ux— 7 u+tJ, (ur V2), 
où pu, est une racine positive de l’équation J, (u) = 0,0 << x<1, 
[u |x=0 | ©, u |x—1 =0, u |t-0 = 0. 


Si : 


2. Le = Luxe + Us — u, 0<z<i, 
[u lx=0 | CO, u |x=1 =0, u 1-0 = J'3 (nu V 2), 
ur. étant une racine positive de J,{(u) = 0. 


Réponses et indications 


. nnx rnat 32h 1 .. (2k+4)xz 
20.1. 1. Asin F cos I . 2. TE D RE TT X 
k— 
(2k+ 1) rat . __ 4h 2hl° 
X COS ——— Indication. us @= x 2 (2). 3. ed —5 53 ms 
kne knr Eee (— CO n CE +1) az, ets rat 
Xsin —— sin —— co #2 DEEE SD EE cos 
= i0<z<e, 
(pour +) . Indication. up(x) — … 
2 REED gjecgsr<t 
l—c 
—— si (2k<Li)nz . (2k+1) at 
20.2. 1. 25 TT D —— 5 — sin —— . 
® cos kna (s) knB 
2lvo L l . kaz krat 
2 Ta 2 PE sin —— si j 
: cos TE in Aro 
8Aa S L l sin akxr sin rkat 
‘re L [ A EU IE D "Ti 
k=—1 TE 


16° 
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2k ( . 2k+1 t . 2k+1 
20.3. 1. S [ au cos E F ) ra —————— + b,, sin SE | sin EI 
h=0 


l 
(2k+L1) az 


21 


4 
na CE 1) | ui (&) X 
Ù | 


9 l 
où Ah = — | ug (x) Sin dr, by — 


Û 
… (2k +1) xx 
X Sin —5;—— dr. Indication. u|.. ot ux|._=0, ul;.0=uo(r), wo = 


l 
=u (a. 2 + | Lo au BI+ D (ou cos TE +6 sin RE) x 
0 k=1 


l 
2 


rak 


uy (x) cos knz dx. 


dx, by, —= 1 
(L 


l 

kr . 2 kaz 

X cos ] OUR = Up (x) cos I 
U 


. ’ a 
Indication. ux|__po=uxl, = 0, ul, 0 =uo(x), w,_0 =: (x). 3. » (an X 


n={ 
Xcos À, at+b, sin À, at) cos À,zx, où An (n — 1, 2, ...) sont les valeurs propres 


et X,(z)=cos À,r les fonctions propres du problème aux limites: X” (x) + 
+ A X—=0, X°(0)=0, X'()+AX (1) =0 (a, sont les racines positives de 
l 


,. . __k __ À | 
l'équation tg À — T | An = TX IE | up (x) cos Ànz dr, b 
oi) 


= TS — X 
7 NXa fan 


l 
x | u (2) cos Ân z dx, | Xa (= + 7] + lndication. ue[._s =0, 
( 


ue. = —hul,_3, = où Æ est le module de Young, © l'aire de 


la section droite de la barre, # le coefficient caractérisant le degré d'’encas- 
trement ; ul; 0 = ox), wo = 41 (x). 
un (2k+L1) 7x (2k+ 1) at 
20.4. u (e, = PE D Ge TE 5 
um 2 (9 (2k + 1)° 


k=1 
est l’aire de la section droite de la barre et Æ le module de Young. Zndica- 


. Pr du 
| C Ar . at |  e 
20.5. ir, t)— — Eo y < cos 5 Sin TI: a = Fe Indication. 


L'intensité de courant i(r.t) vérific LCiy=i,,, où L est la self-induction 
et C la capacité par unité de longueur du conducteur. Les conditions initia- 
Eo7 717 


les s’écrivent il, _p=0, ÿil?-0 = 0 Sr et les conditions aux limi- 
tes sont ik |,._0 —0, il, —=0. 
4h %© (—4{)ksin FE cos Te 
20.6. 1. bzx (—2) + D <<: Indication. On 


h=—1 
recherche la solution sous la forme u=v<+w, où v—bz(l—zx) est une fonc- 
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tion vérifiant l'équation non homogène et les conditions aux limites nulles 
et w satisfait à l'équation homogène, aux conditions aux limites nulles ct 


aux conditions initiales v|,_9—=6r(r—1), v:|,.0—=0. 2. = t sin { sin x + 


+T (OS cos kt) sin kr. 
k=—2 
co , . lw . (2k+1) rat 
207 LA (2h + 1)sin we sin ——— de Ck+ 1) ne à 
OUR A FU) D 
h-=0 
2k+ 1) ra 
G)} = Hi. 
co (2k+i)nat .  (2k+t)rxr 
20.8 p= En | 6e Sr SL 
0e u (x, ) — 9q2 TT n3a2 (2k +1) 
k=0 


Indication. Le problème se réduit à la résolution de l'équation u,,—a"u,.+ 
+g, g étant l'accélération de la pesanteur, sous les conditions u |, = 

ou ou . 
= — =}, ul, ,=— — 0. La solution de ce problème est cherchée 

0x xl 10 ot t=0 P | | 
sous la forme u =v—+w, avec u = Ar + Br+C (choisir À, B, C de sorte que 
la fonction vérifie l'équation non homogène et les conditions aux limites 
données). 


œ 
—41)h : 
20.9. ES) CE sin eZ sin = .2t+1 rit +1)+ 


2 G(—1)hk+1 1. (—1)# 124 er 
L D { (nk)° [ (xk)= —1| sin TRE + — } sin 1kzx. 
sin — dAwe (—1)#-1 sin #4 sin Ke 
20.10. Ain ot + TT 2 . | Fa 2 
sin ru h-= 1 D — 1 


Indication. Le problème se ramène à résoudre l'équation u,, = au. pour les 
conditions initiales nulles et les conditions aux limites u|,..0 = 0, u|,_1 = 
— À sin ot. La solution est cherchée sous la forme u — & - &w, où v — X (x) 
est une fonction choisie de façon qu'elle satisfasse à l’équation et aux conditions 
aux limites données. 


Q 8QL à (—1 (2x +1) stat 
0.11. = x — — — ————— A RS tent 
20.11. u(r ter D DETTE x 
k- 0 
. 4 Ar 

Ksin (24 ns | 
où E est le module d'élasticité ct o l'aire de la section droite de la barre. Jndi- 
cation. Le problème se ramène à la résolution de u,, = au, avec les conditions 


initiales nulles ct les conditions aux limites u [4 0 = 0, u,l, 0 — Fs- 
Poser u — vw + w, avec & — Ax (choisir un À tel que la fonction « vérifie les 
conditions aux limites donnécs). 
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e oO e 
Sin — Z SIN 0) 
9 Aaw 


Ecw c ol + Eol X 
où . @k+1) x 
k 9 ta SNJ _? ina +1) nt 
RCE LERE [er ! 2 
0 — es 
2 


Indication. On se ramène à résoudre l’équation u,, — a°u.. avec les conditions 


initiales nulles et les conditions aux limites suivantes: u |,._0 = 0, u|,_ = 


_— ee sin ot. On recherche la solution de ce problème sous la forme u — & + w, 


où v — f (x) sin wt; on choisit / (r) de sorte que la fonction v vérifie l'équation 
et les conditions aux limites données. 


do 
20.13. u(z, te" > (a, cos ugt + by sin pyt) sin LS , OÙ x = 
k= 
2222 
VE ee 2 ak , a+ | uo (x) sin SE dr, = an + 
0 


x | u, (x) Sin Re dx. Indication. Le problème se ramène à la résolution de 
0 
l'équation u/s+2au;, —au,.,(æ>0 petit) dans les conditions suivantes: 


8  sin(2k+i)rz _—__—_—__——— 8e-! 
20.14. 1. ——5 D — Gens 00 (V'@k +12 +41). 2. —— X 
R:=0 


* > F7 [ cos (2k +1) £+ sin (2k+1) «] sin (2k+41)z. 3. 8e-1X 


Hp 


Rk=0 
* 2 TETE |(-1 en li + k+1 t cos ET 2. &. t(1—7)+ 
es _+ | - { À 
+ D ? DS [2 cos hnt+— sin ut —2 | sin rkz, Àg — V/ um 1 . 
Rh=1 } 
5) (2 — z)t + D ft ++ sin At) SIN —— , À = (=) -1 
A TL 2 knA? À 3 h s AR — 2 
Rk= 
xt c 2 (—1)À+1 sin Àpt akzx : nk \2 
6. ++ > akRE ( Àk ) Dh (+) —1 
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© 
20.15. 1. sin 2z cos 2+ Ÿ (1) À (A — cos #1) sinkz. 2 —S œ x 
kh=1 


7 4 . 4 
x | —1+e a (cos ant + Jus sin pat ) ]sin (444 ax, RE OREISTS ? 


Lg = 4 (2k+1)° mr. Indication. Chercher la solution sous forme de la 


O0 
série u(z, t)= ÿ, Tn(t)sinknz. Remarque. La solution peut être cherchée 
K=1 


1 ; . . 
sous forme de la somme u—v—<+uw, v= z(Î—x) étant une fonction satis- 
faisant à l'équation et aux conditions aux limites données. Alors u(zx, t)= 

OÙ 


= 2-5 (cos Hrt+ 
k=0 

20.16. 1. 2xt + (2et—e-t qe 2. 3+z(t+12) + (Stet —8Bet +41 + 

=t 

+8)sinz. 3. 26414 (+7 


{ 
— sin at) e 2 sin(2k+1) az. 


— c++) cos +. 4. + et+ 


+ et) e*sin 3x. 5. zt+(1—e"t—te"t) cos 3z. 6. Rte) 
—+ cos 2x. 1. + sin z (ch 3t — 4) + sin 3r (cht — 1). 8. xt + (2et—e° t) ex X 
X sin x. L 
20.17. A cos V2 y sin 4€ sin 
P P P 
20.18. 3 cos V'5t sin z sin 2y +sin 5t sin 3x sin 4y. 
0] 
(5Aptc: æ in (2k+ 4) 7x sin (2141) ny 
20.19. ——— D 


P q . 
GK ISA+IS cos aaug,il, ou 


k, L=0 
_ (2k+1)% , (21+1)° 
Lx, L D — + —-7 A 


20.20. 1. À cos “se NTe 


Un 
2. > (ar cos at+b sin R at) x 
— 


r 


2 
aun RJ? (Un) X 


x Jo (= Enr ) dr, b, = 


R 
): où an = un 
R 
X | rF (r) Jo (£ R-) dr (lin étant les racines positives de l'équation 


0 
Jo (u)=0). 


3 u (r p=uS (ur) out (s) 
° Ve UAJ 1 (Un) R ” 
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où ln(n—1,2,...) sont les racines positives de l'équation Jo(u)—0. ndi- 


cation. Le problème se ramène à la résolution de l'équation Urrt — Ur = 


1 ., pr 
= Wii Pour les conditions u|,_p—=0, [u|_,[< oo ;u|,_,—=4À (1— 7) , 


A= const, u|;_ÿ—0. Calculer les coefficients de la série (*) moyennant les 
formules 


8/0 (à) = x (x), 


Sr À 


EST o (8) de = 21° Jo (x) + (x — 4x) Ji (2). 


20.21. 1. u(r, t)=[u;t (2—uÿ) cos put +p®t?+u (hÀ—2)] Jo(urx). Tndi- 
cation. Chercher la solution sous la forme u—v<+w, où v—(at®+c) Jo (px) 
est une solution particulière de l'équation non homogène. w étant solution 
de l'équation homogène, wli_ÿ=—vl; 0, wo = —21lzo. 2- ur, t)= 
— (uè— 11"! (cos {+ sin t—cos uyt—p;!sin ut) Jo(uxx). Indication. La solution 
peut être obtenue sous la forme u — v + w, où v — (a sin t + b cost) J, (uyx) 
est une solution particulière de l'équation non homogène, w = (A cos uyt + 


+ B sin pyt) Jo (ux) étant solution de l'équation homogène, w |,_9 = —v|,_0; 
D} lr—0 — —Vt |t0- 
1 Jo (2x) Jo (2x) 
20.22. f. 5l'- Jo 2) cos 2! |. 2. FAUX cos 21. 3. t—1+ Jo (ur) X 
X COS paf. 1 @ A PACS 
__ Ja (x) 9 Le [ _ Ja (z | 
20.23. 1. [+ Fe | cost. 2. 14+ 4 sin 3 [1— DE |. 
3. 5 | TT —1 | cos 2t + Jo (Ar) cos puit. 
20.24. DEV) 2 à Jos V2) sin 34. 
Jo (V4) Jo (2 V2) 
Jo (= r) 
20.25. F0 "© 4 sin ot+ 
[ra (5) 
co Hnr : AlUn£ 
+ 2pooR® S Jo | R ) sin pue 
ap Z p5 (HR? — api) Ji (un) ? 


où p est la densité superficielle de la membrane. Jndication. Le problème se 
réduit à la résolution de EU Ur lus + PT! sino@,0<r<R,lul;20|< 


<oœ,ulr2r—=0, u {1-04 [10 — 0. 
20.26. | Ji (az) cos nt + Ji (Um) COS Umte 2. Ji (az) COS rt + 
+ Um J 1 (Um) SN Umt. 
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20.27. (1+ pi)" (ef — cos pt —u;! sin mnt) Je (az). 
| 1 
| 20.28. re PAU J4 (x) sin +70 E) J: (82) sin ät. 


20.29. 1. (cos uyt + pu sin pt) Jeter. 2. (7 ces pat + à 5 HR Sin mt) X 
X Ja (nr). | | 
20.30. 1. (u1*t—pu1* sin pit) Jo (px). 2, (ui —1)71 (cos t — cos put) Jo (u4x). 
20.31. 1. p51J3 (px) sin pit. 2. (cos pit ur sin put) Ja (mix). | 
20.32. 1. [px (1+ hi) (sin pnt— pr cos pré une"t) Ja (una). 2. pr (2x + 
+t—1t—pu;lsin pyt—2u} cos put) Ja (3x). 


20.33. Jo (2us V2) cospuyt. Jndication. Poser u=X (x)T (t) et obtenir les 
équations 


x'+ + x2o, (+) 
T" + PT =0. 


Moyennant la substitution n—2À1 V/z ramener l'équation (x) à l'équation de 
Bessel X” + x (n) + À (n)=0 admettant pour solution générale X (n) — 


= aJ0 (n)+BY0 (n). : 
00 z l 
1 Jo (4 :V+) Unat « 
MT 2 M Tr OT, 4 [ me x 
T 


x Jo( Un LÉ dx, Un(n=1, 2, ...) étant les racines positives de l'équation 
Jotu)=0. Indication. Le problème se ramène à la résolution de uy,—a° (zu,).…, 


O<z<l, a= V/£, avec les conditions [uk oo, ulk=r=0, u|p-0—uo (x), 
uy |1=0 = 0. 


(es) 


20.35. D (4, cos aànt + B, sin ahat) Jo (ur v <) , OÙ  Àn= 


n=1 


l 
TGS [ uo (z) Jo (ur V —+) dr, 


B,= = TS | u4 (x) Jo (un +) dz, 


Un(n=1,2,...) étant les racines positives de l'équation Jo(u)=0. 
Indication. On est ramené à résoudre l'équation ur = a (zu), + ou, O<z<l, 


a — V2, avec les conditions |u|;_ol< co, ulx1=0, ul 0 = uo (x), uz |e0 = u4 (x). 
17—01026 
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20.36. mL (ux V3) sin À 

20.37. 1. (aurtr— aux sin EL +) Jo (us V7). 2. 4 (u2 —4)-1 (sin t— 
—2prt sin Et) Jo (us Va). 

20.38. _ sin FR tJo(ur V2). 


20.39. = sin EL tJ3 (4 V/z). 
nl S 


E) 2 
20.40. 1. Dane sin TE, où Ti up (x) sin UE à. si 
n=1 1) 
24 © _h+12ma2 , ) 
up(z)—/A=const, alors u(x, t)— = 12 sin EN 
A=0 00 2k+1)2r°a2t 
| __ 8AI? D 
Si uo(r)=Ar(z—l), alors u(r, = — EE x 
2k+1) Le ee 
..  (2k+1) 7x 2 O0 + ui = .. Mnt k : 
X sin ] . 2. q 2i *" Swo++n Sin —}—, Où an— 
n= 


l 
= { up (x) Sin En? dx, Un (n—=1,2,...) sont les racines positives de l’équa- 


l 


Û 
tion tgu — —È , O—=R1>0. Indication. Les conditions aux limites sont de la 
forme 
> © LR, Un cos + 0 sin PRE 
— — = ls ——_—___———— 
u |+=0 = 0, (ux+ hu) lx=1 = 0. 3. l 2 bhe G(0+2)+pu , 


Z + o sin À =) ds, Un(n—=1, 2, ...) étant les 


où = | uo (x) (un cos-E 7 
0 


Oo 
Indication. Les conditions aux limites sont de la forme (ux— hu) x 0 = 
—=(u,+hu);=1=0. 4. up. Indication. Les conditions aux limites s’écrivent 


racines positives de l'équation cotgp=+ (£- =} , O—=hl, ug (rx) =u |. 


00 ! L (2kR+1)2x2at 
Ux|x=0=Uxlx=t=0. 5. ES 0 » (—1)* RET e F X 
2h44) … ho < 1 
( az — Lo Vo _7% ———— 
* 608 Tr limu(i=s. 6 x 2 Be+1 * 


& (2h+1)2r2a2t 
TR gg 2 ki) a 


Xe COS TE , Jim u (2, D =. 
{00 
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co re 1 —( 2n+1 a)" on+1 
— 2 n 
20.41. 1. — 2s Tn+1 ‘ CS —5— 17 
= 
o0 72 (2h+1)2 
2 LS 1 -Æ 12 He (2k+ 1) ar 
"fn 2k+ 1 l ° 


h=0 
3. —8 D 1-4 in (2k+ 4) 7. 
a À @x+1) 


Rk= 
2 Qi 
20.42. 1. 4 24 D (uo— us) 11—(—1)9) + (—1) (ue — 
L n2r2at ni sAe 
— u)} € sin un , lim u (z, t)= us + (ua — u4) _. . 2. 
co ; __(2Rh+1Y matt Ck=+1) œ  _(2k+1)x2a2t 
13 . + 1) 1x 12 
x > +1» ‘ Sin ——— — 4 D e x 
h—0 h=0 
O0 
Ksin-CrDaz , lim u(z, t)—= u4. 3. + EL 5 les X 
k=0 
(2h+ 1 )2r4a2t Ck+ 4 84 œ ! (2Rk+1)}272at 
T PE Tux _ AE 
<< OT #7 À FD * 
—° l 
q 
co (2k+ 1) az ; de Q2n + 1) au + , 
KB Qn + 13 
_{ 2n+1)r2a2t 9 ; l 
Ke M sin ne, où an=+ | do (a) sin AO 


0 
Indication. Les conditions aux limites sont de la forme ul,_o—=us, 
kuz |x—1 = q- 


h h 
Uo Sh — z— us sh — (x —1) so 
* a a 2 An  (—1}uo — u, 

20.43. 1. ———— 7j ——— + j D (+ 5 — + 

sh — ! n=1 ñ 

a 
l 
2 2 2 

+an) e7 "Ant sin, où = (7) + (+) , an= | up (x) X 

0 


X sin = dx. Indication. Le problème se ramène à la résolution de l'équation 


u, = au,x — hu 


avec les conditions aux limites u |. _o — uw, u|,_ = uw, et la condition initiale 
U |femo = Uo (x). Chercher la solution sous la forme u (x, t) = v (x) + w (x, t), 


17% 
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où v est une solution de l'équation (+) (a?2v”(x) — hk?v = 0) satisfaisant aux 
conditions aux limites données et w (x, t) une solution avec les conditions aux 
limites nurles et la condition initiale w{_0 = uo (x) — v (x). 


k chà (— 2) + ha sh (2) Un (uÿ + hi) 
2. u, —— > <— - 2ua° DRE (au HE) * 
hch—— + has sh —— Rat 


1 _(a2u?+A2)t . . 
K—_— > —— n SinUMnt, OÙ n—1, 2, ...) sont les 
UOTE Hn En ) 
racines positives de tg lu = — Æ_. Indication. Les conditions aux limites sont 


hs 
de la forme u |x=o = us (ux + hau) |, = 0. La solution est cherchée sous 
la forme u (x, t) = v (x) + w (x, t) où v (x) est une solution de a°v”(r) — 
— h° (v) = 0 vérifiant les conditions aux limites v[,_0 = u4, (vx + hiver = 
— 0et w (x, t) une solution de (+) (voir 20.43 (1)) dans les conditions w |,=9 =0, 
(wo, + hw).1 = 0, w {io — —v (x). 


24 Si - 
—T « {2 . nñz 
20.44. A — D —+ n3 (1—e ) sin L_° 
n=1 
TAKE 


gl a (2k+ 1 
20.45. 4. 214 S TT cos pr: = ET , 2. 1008 z+ 
Rk=0 


+ (e-8—1) cos 3z. 3. zt+sinne "tt, 4, z+tsin 24 ({—ertt) sin 3z. 


5. + (ett—4{)+rcos 2x. 6. 1+1+(1—e"t) ex sin z+ex-ét sin 2z. 
20.46. 1. xt et Lsin t — cos t +e”it cos 2x. 2. x° + 2e9{ L (25— sin 2t) cos 3x. 


4 4 . Con-1 
3. z+ti+ 5 (e 1) cos x + 3 (1Â—e-$t) cos 3x. 4. mt+r+ D PERTE s* 
R=1 


ee sin QE x Can (5): 5. t(z+ 


+{)He-2x > pe RE ht "pt—e RE] sin kr, 


{ 0 si k—2m, 
Cr=* 1 2 4 4 en 
— ( Om—1 + 2m+1 + 9m —3 ) si k—2m—i{. 


2 Ce ES sunr EL 
R - … . nr 
20.47. 1 pv: ÿ ane Sin KR en= | rup (r) sin FR dre 
n=1{ 0 
° H,a \2 
2 o+uf -( À ) t  .  Uanr = 
2 Hr RATE LETTS SM - 2 me) ruo (r) X 
= 


dr, Un (n=—1, 2, ...) étant les racines positives de l'équation 


.. Unr 
X sin R 
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à (—1}an X 


n=1 


tgu=—+, O—hR—1 (o>—1). 3. ui+2(u; —uo) LR 


_ ("Un \? 
ee CR) tin 


RM Un étant les racines positives de tg u— —+., g = 


—=hR—1 (0>—1), hk le coefficient d'échange superficiel dans la condition 
Vire 

un (IH? +0(0+41)] ” 

(2) 


. [se] 
3a° or° — 3R° 2R Ne ir) : : 
(EE - D Sr R/" Ù En m=1, 2, 
N—= 


3, ...) sont les racines positives de l'équation tgu— =} Indication. Le pro- 
blème se réduit à la résolution de l'équation (14) (p. 241) avec |u|r—0|< ©, 


aux limites [ur +h(u—u)]r=r=0, An — 4. uo+ + X 


urlrer= + pour conditions aux limites. 


© ax \2. 
nu (D Grtr june  kny & . 
20.48. ©, © ame sin — sin + , a =-7 X 


ll 
X | | uo (z, y) Sin 1 = sin EE dr dy. Indication. Appliquer la méthode de 


0 0 
séparation des variables pour l'équation u;—a?Au dans les conditions 
U |x=0 = Ulet = U |y=0 = lyxt = 0, u |s—0 — uo (x, y). 


(5) Ur ni 7 (4 r) 
20.49. 1. Ae J (7 | ‘. 2. U 4 2 ‘ SE PER X 
| 0 ( o| + 2 " 


nJo (Un) 
CRÿe 


Xe , OÙ Jin (n—1, 2, ...) sont les racines positives de l'équation 


2 Sue (5) r 1 
Joq=0 8 gr D'HTER Jun) = * 


R 
X rug (r) Jo (un +) dr, Un (n=1, 2, 3, ...) sont les racines positives 


de l'équation nJ6(u)+hRRJo(u)=0. Zndication. Les conditions aux limites 
s’écrivent |[u]r—0|-< oo, (ur hu) = 0. 


20.50. 1. (1+u#)"1 (e mât + pêsint— cos t) Ji (uuz) : 
2 
2. Que 1)" (ete PRE) Ji (uuz). 


> a 21 
20.51. [ur°t+ pré (e "1 — 1)] Jo (par). 
2 2 
_HR , _ HRt 
20.52. 4. (Aôugte Ÿ +Aust— 1654) Ji(u V2) 2 e  * Jalua V2). 
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$ 21. Autres méthodes 
21.1. Démontrer que le problème 
Ur =duxx, t>0, r>0;: 
uli=o=0, wlimo—=0, ul:-o=8(t) 


admet une solution unique 


0, z>at, 


si g€C?(120), g(0)—g"(0)=g (0) =0. 
21.2. Démontrer que le problème 
Ur —=Qusx, t>0, xr>0; 
ul=o—=Uo(z), Uili=o—=ui(z), ulx-0o =0 
possède une solution unique 
x<+at 


Sluor+at)+u(r—at+s | mOGE, z>at, 

x-at 

u (x, t) = at+x 
Luz + at) —uo(at— 2) + | W(E) dE, z<at, 

at-x 


si u EC?(x>0), w EC!'(x>0), uw (0) = u, (0) = uw, (0) = 0. 
Montrer que cette solution s’obtient à partir de la formule de d'Alem- 
bert (p. 127) si u, (x) et u, (x) sont prolongées en fonction impaires 
pour z << 0. 

21.3. Démontrer que 


0, z>at, 


u(z, t)= a 
— a | g(t)dt, z<at, 


0 
est la solution unique du problème 
Up = ŒuUyx, 1>0, r>0; 
uko=0, wli-o=0, u<lk=o=8(f) 
si gECi (>0), g(0)—g' (0)=—0. 
21.4. Démontrer que le problème 
Uyt='Uxx, 1>0, xz>0; 
uli=o=uo(z), uli=o=U(r); Ux Lx=0 = 0 
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admet une solution unique 
x+at 


+ [uo(z + at) +uo(r—at)]+ | Us (Ë) dE, z> at, 
x-at 
a (e, 1=) 7 luo(r+ af) + ue (at—2)1+ 


at-x 


LIT m@&+ j m@&], z<aot, 
0 0 


si u EC?(z>0), u,EC'(zx>0), us (0) = u, (0) = 0. Montrer 
qu’on trouve cette solution à l’aide de la formule de d’Alembert 
(p. 127) si u, (x) et u, (x) sont prolongées en fonction paires pour 
x < 0. 
21.5. Démontrer que le problème 
Ur d'usx, 10, 0O<r<|l; 
ult=o=0, urlo—=0, ul-o=8(t), ul-1=0 


admet une solution unique 
ue, De > [8 (2-20) -5 (42 -2001)], 
0 


_ g(t), t>0, 
so={ 0, t< 0, 


si g€C? (t>0), 8(0)=g" (0)=g (0) =0. 
21.6. Démontrer que le problème 
Ut = l'Uxx, t>0, O<z<|l; 
ulr=o=wo(x), u, le=0 = us (x), U|x=0 = 0, U |x=1 = 0 
a une solution unique 
1 — _ ; xtat 
u(z, = (+ at)+ü(r—at)l+e | 2 (E)d, 
x-—at 
où Uo (x), U (zx) sont des fonctions impaires, 2/-périodiques, coinci- 
dant avec les fonctions u,(x), u,(x) pour 0<z<l!, si wEC?1[0, I], 
u, CE C1 [0, l], 
Uo (0) = u9 (l) = u, (0) = us (l) = us (0) = u; (1) =0, 
Dans les exercices 21.17 à 21.24 on doit démontrer que le 
problème posé admet une solution unique et trouver cette solution. 
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21.7. uyy=ausxx, 1>0, 250; 
ule=o—=0, : wikio 0, (ux+$Bu) [ko =8g(t), 
7 eecE>0), g(0)=8 (0)=0. 
21.8. uyy;—=duxx, 1>0, z>0; 
ul=o=uo(x), wili=o=0, (ux+ Bu) leo = 0, 
ME C?(z> 0), u3(0)-+Buo (0) =0. 
21.9. uy=ausx, 1>0, 0O<x<l: 
Uli=o=0,. who 0, uxkso=g(t), uxl1=0, 
geci(t20), g(0)=g (0) =0. 
21.10. uy,=aus, t1>0, 0O<zr<l; 
Uli=o—=uo(x), uwil=o=u(z), uxlso=0, ufr =0, 
UE C?(10, 1]), EC (10, 2]); 
u, (0) = u, (0) = us (1) = u; (1) = 0. 
21.11. uy aus, 120, 0O<zr<l; 
uli=o=0, wk=o—=0, ulx=o=g(t), uxlx=1=0, 
.g€C* (420); :g(0)—8g" (0) =g" (0) = 0. 
21.12. uy=ausx, 1>0, O<z<l; 
Ur=0 = Uo (x), Ut |t=0 = Us (x), u|x=0 = 0, Ux [xt = 0, 
UE C? (10, ZJ), u,€Ct (10, 2]), 
uo (0) = uÿ (0) = us (0) = u () = ui (1) = 0. 
21.13. us; =ux, t>0, z>0; 
Ul=o=2, Wl=o=z, ul=o=t 
21.14. ur = 4uxx +16, 1>0, x>0; 


ü |1=0 = + x", Us k=o=2sinx, ul. = 4. 


21.15. Jus =uxx, 1>0, z>0; 

ul-o—=2723, wki-o—=0, ul.eo= 6. 
21.16. us; =uxxt2, t1>0, x>0; 

uk-o—=t+cosz, uhi=o=1, uxlx=0 = 1. 
21.17. uyy=usxx, 1>0, z>0; 

uk=o—=z, uilo—1, uxl.o—=cost. 


(CB. vi 
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21.18. ur, = Quxxte, 1>0, z>0; 
| , 
"3 ? 


21.19. uy=Suxx+2(1—6t)e%, 1>0, z>0: 
ul=o=1, wk=o=x, (ux+2u) [ko =2+t. 
21.20. uii=uxx, 1>0, z>0; 
ul=o=0;, uwr-0— 0, (ux + u) lo = 1 — cost. 
21.21. Uyy=urxxt4, 1t>0, xz>0; 


uli=o=1+7, Us |1=0 = 4 — 3 cos Ux |x=0 = 2— cost. 


ul=o—=1—2x, uiki-o—=0, (u:+u)|.=0 = + L°. 
21.22. u—=uxx, 1>0, z>0; | 
uk=o—=2, Ui=o=0, (u+u)leo=2t+E. 
21.23. Uyÿ—=Uuxx—6, 1>0, r>0;: 
u t=o=2*, Uilio=0, (u+2ux) ko = — 4t. 
21.24. uy=4usx +2, t>0, x>0; 
uk=o=2—2x7, wli=o=2, (ur+ 3ux) 0 — 3t—e!. 
21.25. Démontrer que le problème 
Ur = Au, 1>0, |r|>1, zeRi, 
u l=0 = 0, Url=o=0, ul:1-1=£(t) 
admet une solution unique 
| 0, [z|> 1 + at, 
u(zx, t) -{ 


| À — 
re (tt El), 1<izl<t+ar, 


si gEC? (1>0), g(0)=g’(0)=£g" (0) =0. Montrer que si g(t) est à 
support borné, alors u (rx, t)}—0 quel que soit x fixe, |r|>1, pour 
des & suffisamment grands. 

21.26. Trouver la solution du problème 


Uys = a Au, t>0, ]|z|>1, zeR"; 
uk=o=a(|z|), wlk-o=8B(zl), ulx=1=0, 


où «a EC*(r>1), BEC (Fr 21), « (1) =0, à” (1) + 2x (1) — 
—= 0,8 (1) = 0. Démontrer que si les fonctions @ (r)et B (r) sont à 
support borné, alors u (x, t) = 0 pour tout x fixe, | zx | > 1, et des 
t suffisamment grands. 
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21.27. Trouver la solution du problème 


un—=Au, 1>0, [z|l>1, zeR"; 
du 
uk=o=0, wlk-o=0, = A = g(t). 
où g€C'(t20), g (0) = g° (0) = 0. 
Démontrer que si g (t) est à support borné, il existe une fonction 
c (x) telle que [u (x, t)| <c(r)e et que pour que u (x, t) = 0 
avec tout x fixe, | z | > 1, et des t suffisamment grands, il faut et 


il suffit que | etg (t) dt = 0. 


0 
21.28. Trouver la solution du problème 
Ur, = Au, t > 0, | z [>1, z EC R\; 


du 
uleo=a(lz), wlko=B(z), 3. 
où a EC*(r2>1), BEC'(r 21), «° (1) = B° (1) = 0. 
Démontrer que si & (r) et B (r) sont à support borné, il existe une 
fonction c (x) telle que lux, t) |ISc(z)e-t et que pour que 
u (x, t) = 0 pour tout rfixe, | x | > 1, et des t suffisamment grands, 


il faut et il suffit que { re" [x (r) — B (r)] dr = 0. 
21.29. Résoudre le problème 
ur = Au, t>0, Iz |> 1, z ER’; 
0 
uli-o—=0, ult-0 =0, (+) 


Résoudre les problèmes : 
21.30. us — au, +f(x, tt}, t>0, zx >0; 
| ul:-o—=up(xz), ul:=0 = 0. 


=g(t), k=const. 


Ixi=1 


21.31. u, — a°u,,, t>0, z>0; | 

ul-o—0, ul-o=8(t). 
21.32. u:=auxx, t>0, z>0; 

uli-o=uo(z), ux|:-0=0. 
21.33. u=auxz, 1>0, z>0; 

uli-o—=0, uxlx=o =£ (t). 
21.34. vus, 1>0, 20; 

ulr=0o—=0, (u—ux)|x=0 =£8 (). 
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21.39. Us=d'üxx, t>0, zx >0; 
ulr-o—=uo(x), (ux—hu)|x-o —0, h—const. 
21.36. +70, 1>0, z>0; 
Ô. 9? 
uh=o=u() Zf=0 uhko=s(, 25, =0. 
21.37. Trouver la solution du problème 
Uy=@(z)usz, 10, z0, 

où œ(r)—=a pour z<<0, aœ(r)=b pour x>0; 


u |=o = 0 (x), Ulx=-0 =U|x=+0; Ux 0 = kux [x=+0- 


Réponses 


x 


t-— 
21.7. O lorsque z>at; —aeblat-x) | e-Btg(t)dr lorsque z<at. 
0 
21.8. + [uo (rat) uo(z—ai)] pour z > at ; + [uo (rat) + uo(at—2)] + 
at-x 


+ peñtat-x) uo(E)e”P$ dE pour r <at. 


21.9. S [£ (: +2) 5 (+ z — 2) | où (= 0 pour 
n=0 
2 <a f(9=—e | tm ér pour z >> 0. 
0 


x+at 
2440. + (Go(eta)+üole—al+ | GE, où D), Br) 
x-at 


sont des fonctions paires, 2l-périodiques, coïncidant avec up(x), uy(x) pour 
0OLz<l. 


21.11. S (— 41" [e(:—-<- 7 )+e(e+ 2-29) |, & (= 
n—=0 


—=0, 1<0, z()=g(t), t 


x+at 
21.12. + Lo (z +00) + %o (e—at)]+-5 \ uy (E) dé, où les fonctions 
x-at 


up (zx), ui (z ) sont impaires et coïncident avec up(z), w(x) pour OSzxr<E, et 
up(z—1), uy(x—1) des fonctions paires. 
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21.13. z°+zt-Lis. 21.14. PTE + 


21.15. Ort? + 2723 lorsque z > Lt; 151 27tz2 lorsque r<+t. 

21.16. z+t+t2—+cos x cost. 

21.17. z+t pour r>t; 2t+sin(x—t) pour z<t. 

21.18. z+3t +et + 3 sin t cos — pour zxz>3t; 22 + ef — 3 cos £ sin 
pour z << 3t. 

21.19. 1+ xt + ife-2x. 


21.20. O pour z>t; 1 —— ex + [sin (z—t)+ cos G—9)] pour z<t. 
21.21. 1—z+92? pour z>1: 21 + (z—t)2+et-x pour set 
21.22. 2412. 21.23. 2° 992. 


te] x 


t— 
21.24. 2H —z+4t pour x > 2: st 24e © pour z<21. 


1 
21.26. ET 
[x|+at 


x | BG pour 12114; ls l+ a (la) 12 1+ 
x)-at' 


(Ga) a (1214-20) + (12109 à (21e) + TX 


Ixl+at 


+08) a (2— 2 140) | Ep (&) dE pour 1<]z|<1+at. 
2—|x|+at 
t+1-1x| 
21.27. O lorsque |z|[>1+1: Er elxl-t-1 | eg(r)dt pour 1< 
‘ 0 . ° 


<lsl<1+e ! 
21.28. JE alu +Da(lel+ 8 + (Izl—9e(zl— NM +SECTX 
Ixl+t 

X Î ER (E) dE pour 1> 1465 (ll (el + 9 + (212140 x 


xl —1 
Ix1+ À 2—Ix)+t 


Î Ix|-1-2 Erre 
ka @-121+01+ ÈT Î e EE [a (&)— 


— f (£)— dé pour 1er SITE. 


1+1-—1Jx] 


21.29. O pour |[r|> eR+1XIxl- 1-1) | RDS (x) dt 
0 
pour 1<|z|<1+t. 
; oo _(z-6)2 __ {x+5)° { oo & 
21.30. —— | u e Ne ait | ( = x 
aV a o (8) Le ] dE + Vs Vr= 
(x-$)2 (+ 


X [e 7 &at-T) _—e 7 4aAt-71) 7 ] dt dt. 
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x° 
T £ t—T) ait 
————— | ee e dt. 


; oo : (x—EX : (x+ih 
21.32. —— | up()fe “tt Le ft ju. 
2a V/ nt A 


21.33. = | BUT , ax, 
Va V7 


x2 
21.34. —i UT , dt + 2 = | g(t—te x 


Vars Vr 4: d 


(x—E)2 _ G+ÈN œo _(x+E6+n)? 


00 L _hn 
21.35. 1 Î up (Ë) {° haït Le hañt — 2h hat 
0 


21.36. 1 — Ï up (E) { cos [ET | cos [ES +] } X 


a 


t 
e z g (t—T) z° +) 
0 


2ka Cu ka 2b 
21.37. | et dt ur z<0;: = |: ——— X 
É—ka Var 2 po btha | kaV x 
2a Vt 
x 
2d Vt 
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